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1. INTRODUCTION
Au cours des derniéres années se sont produitsinieses extrémes qui remettent
en cause les bases techniques et financieressser&mnce :

« Tempétes Lothar/Martidécembre 1999)

« Sinistre industriel AZF de Toulouséseptembre 2001)
au plan domestique.

« Sinistre du World Trade Centeseptembre 2001)

» Sinistres financiers d’Enron et de Worldcom (2001)

« Sinistres amiante aux Etats-Unis, se propageaBusope
au plan international.

Sans oublier la baisse vertigineuse des marclaésiahs.

Outre I'existence de risques non assurables (bgqperisme), autrement que par les
Etats, ces événements ont mis en évidence quasde®s d’assurance pouvaient étre, en
langage courant, « corrélés » ou stochastiquemégmerdiants dans une terminologie plus
rigoureuse.

Cette dépendance peut lier des éléments de pkasturances, des éléments d’actif
ou lier actif et passif. Des exemples variés et donnés au paragraphe 2.

On peut noter que I'existence de ces « corrélatioentre risques semble prise en
compte dans les normes comptables IAS/IFRS en abétaboration pour les sociétés
d’'assurances et applicables, au moins pour legpgsocotés, des 2005.

Cet article est issu d'un exposé au Colloque «gsorts de la Statistique a I'’Assurance» organagéle
Groupe Finance / Assurance de la Société FrandaiSgatistique (20 et 21 Mars 2002, Niort).

Mes remerciements a A.Charpentier et C.Robert pesitravaux communs sur ce sujet, finalisés las d
Journées actuarielles de Biarritz (Charpentiet.e2@01).

Montants 6,5 Mds $

Estimation : 1Mds euros

Estimation 40 & 50 Mds$

Estimation charge sinistres totale (Mds $) : W&A, 50 Europe.

o 0 o~ w

BULLETINFRANCAIS D’ACTUARIAT, Vol. 6, N° 10, 2003pp. 79-91



80 C. PARTRAT

Historiquement, la modélisation « opérationnellde la dépendance stochastique
entre variables s'est appuyée, dés le début df"X¥eécle, sur la distribution Normale
Multivariée. L'existence et lintensité de la dépence entre deux variables étaient
mesurées par le coefficient de corrélation linédedearson.

La distribution Gaussienne, outre qu’elle offtaile grande facilité de calcul, avait le
mérite de séparer les distributions marginalesvéeisbles composantes de leur structure
de dépendance. Celle-ci était donnée par la mataseorrélations.

Tout au long du XX™siécle, les applications actuarielles de la dépereiae sont
limitées a la théorie financiere et au modéle Gauss théorie du portefeuille de
Markowitz, MEDAF, ...

Jusqu’au début des années 1990, I'existence derréations » entre risques
d’assurance était ignorée par les actuaires, poutigdépendance entre risques était un
dogme ou une nécessité méthodologique.

L’évolution des marchés financiers au cours dddeiere décennie, ayant montré
l'insuffisance du modéle Gaussien et de la corigiatle Pearson, rendit crucial le besoin
de modeles multivariés alternatifs. Ceux-ci deviaggparer les distributions marginales des
actifs financiers de leur structure de dépendance.

Une solution générale a ce probléme se trouvais des travaux, publiés dans les
années cinquante par d’éminents probabilistes edsnpar M. Fréchet et consacrés aux
marges de fonctions de répartition multidimensidiese

Ces travaux avaient abouti a la théorie des cepdidant le théoréme fondamental,
appelé théoréme de SKLAR, avait été publié en &mngans un périodique francais

La modélisation de la dépendance qui en résulteéEmnamment simple et
générale : les marginales de chaque variable dtamtées, cette théorie montre qu'il suffit
de les «joindre » par une copllayant les propriétés de dépendance souhaitées. La
distribution multivariée résultante a pour margasales distributions marginales d’origine.

De plus la structure de dépendance, seulementmigésdans la copule, est
totalement séparée des marginales.

Appliguée initialement dans les sciences du viyans en finance dans les années
1990, la théorie des copules n’a produit ses prsmisultats en assurance qu'a la fin du

" Publications de I''SUP, 1959.
8 Du latin Copula (joint)
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siécle. lls sont le fait d’'universitaires nord-amémns, emmenés par la trés féconde « école
québécoise ».
Récemment, de jeunes actuaires francais (cf. pgrhg 5) ont montré la pertinence

de cette théorie pour modéliser des dépendances Bsfues dans des problématiques
opérationnellesde I'assurance non vie.

2. DEPENDANCE STOCHASTIQUE EN ASSURANCE : EXEMPLES

A un niveau général, de nombreux exemples pountraiétre donnés
de « corrélations » c'est-a-dire de dépendancese eattif et passif d'une société
d’assurances.

En assurance vie, une hausse des taux a unenicéllemplexe sur les placements
financiers mais peut entrainer un rachat massitdeats au passif.

Le sinistre financier d’Enron a touché des asgsreaméricains, a l'actif par
I'effondrement de la valeur des titres de cettei&éc au passif par la mise en jeu des
garanties RC et Caution souscrites par cette méniété aupres d’eux.

A un niveau moins général, définissons une clagsesques comme un ensemble
quelconque de contrats. Ainsi une telle classe paotienir un unigue contrat, étre une case
tarifaire, une branche, un marché, ...

En réassurance, ce pourrait étre I'ensemble desate’'un traité.

Exemple 1: Dans une classe de contrats mono-garantie (R@nabile par exemple), le
montant d’un sinistre fait intervenir deux compdsan

e indemnités versées par l'assureur et part danfdesgénéraux de gestion des
sinistres

» frais spécifiques a ce sinistre : frais d’expertfsais judiciaires, ...

Ces composantes sont naturellement dépendantesarahee du montant global de
sinistre basée sur celles de ces composantesretidpendance peut s’'avérer plus
pertinente qu’'une analyse globale directe.

Exemple 2: Dans une classe de contrats mono-garantie, sunetd deux types de sinistre
dont les fréquences sont dépendantes. il en est:ain

» en RC auto, des sinistres matériels et corporels

* en RC auto, des sinistres responsables et nonnsiples
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e« en assurance santé, des différents types d'acte cmmisultation, visite,
pharmacie, radiologie, ...

Exemple 3: La tarification d’'un contrat de rentes viagéses une téte masculine avec

réversion sur I'épouse fait I'hypothése que lesédar de vie des deux tétes sont
indépendantes.

Il est statistiquement prouvé (Jagger et al., 199kes et al, 1996) que cette
hypothése n’est pas acceptable. Intervient en effsyndrome du « cceur brisé » : le décés
de I'époux raccourcit la vie résiduelle de I'épause

Exemple 4: Dans une classe de contrats multi-garantiessitestralités de deux garanties
peuvent étre « « corrélées » en fréquences et/awatants :

< en dommages corporels, pour les garanties fraseiths et incapacité

e enrisques industriels, pour risque direct et pade&ploitation.
Exemple 5: Dans une classe de risques multi-contrats, feesance d’'un événement peut
mettre en jeu les garanties de plusieurs contratsndme assuré. Il en est ainsi, par
exemple, des événements naturels (tempétes, inonslatremblements de terre, ...)

comme le montrent les graphiques ci-dessous detamtsrde tempéte sur une décennie, en
dommages auto et habitation (le second utiliseéehelle log-log).

Figures 1 : Montants de sinistres tempéte surdarats dommages auto et MRH
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Dans le méme esprit mais a une échelle trés supérile sinistre du World Trade
Center a montré qu’un nombre important de garamtede branches pouvaient étre mises
en jeu par la survenance d’un méme événement.

Ceci apparait clairement dans le tableau des dgesmassurés par branches évalués
en février 2002.

Sinistre WTC : Estimation des dommages assurés péranches (Mds USD)

BRANCHES Min-max
Dommages aux biens 10-12
Pertes d'exploitation 3,5-7
Accidents du travail 3-5
Aviation 3-6
RC 5-20
Autres dommages non vie 1-2
Ass.déces, dommages corporels 4,5-6

TOTAL 30-58

Source : Tillinghast

A ces dommages assurés, il faut ajouter les peafiesermédiation dues a la
fermeture du New York Stock Exchange pendant sirso
Exemple 6: Les provisions techniques d’'un assureur norrefeésentent les 2/3 du passif
de son bilan. Les provisions pour sinistres a papeiorment I'essentiel.

L’analyse de la provision globale de sinistres nd’ensemble de branches
« corrélées », comparativement aux provisions d&rehtes branches a des conséquences
sur le besoin en fonds propres de la société.
Exemple 7: La présence simultanée dans le portefeuille démssureur de cédantes
couvrant les mémes périls (événements naturelsepample) entraine pour celui-ci un
risque de cumuls qui doit étre analysé.

Le caractére non exceptionnel de I'existence gedgances entre risques conduit a
un besoin de modélisation et d’analyse des conségeeajui en résultent sur les différentes
activitts de l'actuaire non vie: mesures de Ilsieg®@ de dépendance, tarification,
provisionnement, besoins en fonds propres et altotae capital, besoins en réassurance,
Gestion Actif-Passif, DFA,...
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3. DEPENDANCE, CORRELATION

Soit deux risques dont les sinistralités futumséatoires, sont représentées par les
v.a.r. X et Y. Comment modéliser l'intuition que ces variablests« stochastiquement »
liges ?
3.1 Dépendance stochastique

Le calcul des probabilités rend compte de la déaece entre les v.aX.etY par la
loi jointe du coupleX,Y). Cette loi a pour f.iFx y définie par :

Fyv(X,YFE PX<x,Y<y), pour &) O IR?

D’ou I'on peut déduire les lois marginales de alrecdes v.a.iX et par leur f.r.

FyxetFy:
Fx(X) = PX<X) = Fxy(X,»)

Fy(y) = P(r<y) = Fxy(®.y)
Alors
Définition 1. :
(i) Les v.a.r. X et Y sont indépendantes ssi(€y) = Fx(x) Fy(y) pour (x ,y)7IR?
(i) X et Y sont dépendantes ssi il existe (tgf)que Kk v(X,y) Z Fx(X) R(y).
Il en résulte que l'indépendance est I'unique @ada seule connaissance des lois
marginales permet d’obtenir la loi du couple.
Remarque : A l'aide de la loi conditionnefig“™ de'Y sachanX = x, on obtient une lecture
alternative de la dépendanceXletY : la connaissance de la valeumprise parX apporte
une information qui conduit a modifier la loi de

La définition ci-dessus permet d’'affirmer le caéme indépendant ou dépendant de
deux variables. Dans ce dernier cas, toute 'infiiom sur la dépendance du coupteY]
est présente dans la loi jointe. Cependant lestaigjinales d& et deY et la structure de
dépendance y sont étroitement mélées.

On souhaiterait pouvoir disposer d’'une mesure 'ibéehsité (et du sens) de la
dépendance. Des propriétés souhaitables de cetterenseraient d’'une part qu’elle soit
indépendante des marginales et, d'autre part, lquieiegre la totalité de la structure de
dépendance entre les variables.

3.2  Corrélation

L'intensité d’'une liaison statistique entre lesuxlevariablesX et Y est souvent

mesurée a l'aide du coefficient de corrélatioBaire de Pearson :
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p(x¥)=S2 2D ave co xy= € X € X € [€ X () ~¥(8)}

Définition 2. : (i) X et Y sont non corrélées g6X,Y) =0
(i) X et Y sont corrélées sa(X,Y)=z0
Les propriétés dg® sont bien connues :
| oX,Y)l < 1 et] p(X,Y)l = 1 ssi X etY sontlinéairement liées.

Il est fondamental de noter que non corrélationinelépendance ne sont pas

équivalents :
X,Yindépendantes impliqueRtY non corrélées,

la réciproque étant fausse: deux variables non o@lées peuvent étre
dépendantes (et I'étre fortementcomme le montre I'exemple suivant :
Exemple 8: X suit une loi centrée symétrique (donc telle §@®)=0), par exemple une
loi Normale N(0,1), ety = X2. Alors

AX,Y)=EXY)=EX) =0.

Ainsi X et Y sont liées fonctionnelleméfitmais ne sont pas corrélées. En fait le
coefficient de corrélation ne capture que lesdiasslinéaires entr¥ etY.

De plus les lois marginales peuvent influer suvadaur :
Exemple 9: X etY suivent respectivement des lois LogNormales Logl(6t LogN(0,4).
On peut montrer que nécessairemadt,Y) [-0,09 ; 0,67]. Il en résulte, par exemple, que
AX,Y)= 0,75 est impossible.
Cas particulier (Loi Normale bivariée) : siX,Y) suit la loi N(mx,my,0x% %0, on a
AX,Y) =p, XetY sont indépendantes sxiX,Y) =p = 0.

Les lois marginales Nx,ox®) et Nfn,&?) n'influencent paso(X,Y). De plus ce
coefficient capture totalement la dépendance eqgeY.

Ces propriétés expliquent, en partie, le caracttteactif de la loi Normale
Multivariée.

Il résulte de ces considérations que la connaissae la dépendance entre deux
variables nécessite, en général, plus que la smreée du coefficient de corrélatibn.
D’ou le besoin de disposer de la loi du couple.

® pn’est pas défini si I'une des variables a uneararé infinie (distribution & queue lourde)

10_a liaison fonctionnelle est un cas particulienm® propriété trés fructueuse : la comonotonie
(Dhaene et al., 2002)

1 D’autres mesures de dépendance (Tau de Kendalld&iSpearman) ont des propriétés plus
satisfaisantes.
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4. MODELISATION BIVARIEE
Les modes de génération de lois bivariées se mmmidérablement étendues au
cours des dix derniéres années par l'intégratiola decorie des copules.

4.1  Approche standard

Cette approche, que l'on pourrait qualifier de Tapvn, en reprenant une
terminologie classique en allocation de capitahsiste en la donnée directe de la loi jointe
Fxv. Les deuxlois marginale&y, Fy et la structure de dépendance s’en déduisent.

Top Fxy
Down Fx Fy Structure de dépendance

Lois marginales

Cette approche a fourni un ensemble de modélewi®s; extension de modéles
univariés standards :

« Normale, LogNormale, Exponentielle, Gamma, Par&toichlet, ... pour des
variables continues (cf. Kotz et al., 2000) .

e Multinomiale, Poisson, Multinomiale Négative, ... pales variables discrétes
4.2 Modéles & choc commun

Le mode de génération de lois bivariées par 8ihtiction d’'un choc commun est
naturel en assurance non vie.

4.2.1 Genése

Soit une classe d’'assurés bi-contrats ( par exehgditation, dommages Auto) et
N, la v.a.r. fréquence de sinistres dlicbntrat (habitation)
N, la v.a.r. fréquence de sinistres df%ontrat (dlommages auto).

La survenance d’un sinistre majeur (par exempéetampéte) peut mettre en jeu les
garanties des deux contrats : on décompi@stN, en deux variables :

N.=L;+M ou

L, est la fréquence des sinistres touchant uniqueladftcontrat (habitation)
N,=L,+M ou

L,est la fréquence des sinistres touchant uniquelaéfit® contrat (auto)

M est la fréquence des sinistres touchant les 2atsrgimultanément.
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On suppose les variablesg, L, et M indépendantes. Les lois marginales de ces trois
variables donnent la loi du couphs;(N,). La variableM modélise le « choc commun ».
Exemple 10: Distribution Poisson Bivariée,@,,45,4) (Partrat, 1994)

Il s’agit de la loi du coupleN;,N;) quandL; etL, suivent respectivememtes lois de
Poisson PAy) et P@,), M étant distribuée selon la loi de Poissop)P(

4.2.2 Modele général
Plus généralement, le coupk& ;) de v.a.r. s'écrit :
Xi=Y1+Z Xo=Yo+Z

Les v.a.r.Y.,Y,, Z étant indépendantes, les marginalesrg¥,, Z génerent la loi de
(X1, X2).

Remarque : Par simulations Monte—Carlo des Vv.4.JY,, Z, on génére de maniére
immédiate des simulations du coupig,Xy).
4.3  Inconvénients de I'approche standard

Outre que I'extension de ces modéles standardsvduié au multivarié ne soit pas

toujours évidente, cette approche souffre de deconivénients principaux :

(i) Marginales et structure de dépendance restaivent mélées.

(i) Les marginales sont de méme nature. Ellespeavent pas étre, par exemple,
LogNormale pour l'une et Pareto pour I'autre.
4.4 Approche récente

Que I'on pourrait appeler Bottom—Up dans la liglela dénomination utilisée au
paragraphe 4.1. Pour la loi Normale bivariée ecafiproche suivrait le schéma suivant :

Up No(my,my, 0%, 6v%,0)  Loi jointe

Bottom Nfw,ok®) N(my,o?)  dépendancen
Lois marginales

Et plus généralement :

Up Fxy Loi jointe

Bottom Fx Fy Structure de dépendance
Lois marginales
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La problématique a traiter est alors la suivanégant données deux distributions
marginaled-x etFy, est-il possible d’obtenir une loi bivariégelle que

les marginales de- sontFy etFy,
la dépendance induite parrespectant certaines contraintes a priori ?
Une telle construction est possible si la strietle dépendance est induite par une
COPULE,
une copule étant une fonction qui lie deux margisg@our générer une loi jointe.

Remarque : Comme il a été mentionné dans l'intrbdacM. Fréchet et I'Ecole Francaise
de Probabilités ont largement contribué au dévedommt de la théorie des copules.

Mathématiquement une copule est une f.r. surrieé¢8,1f dont lesmarginales sont
uniformes continues sur [0,1] soit

Définition 4 : Une copule est une fonction C : [§,2[0,1] telle que
() £(u,v)0,1] 2 C(u,0)=C(0,v)=0 et C(u,1)=u, C(1,v)=v
(i) Jug,usvi,L/]0,1] tels que y=u; et w2v;, 0N a:
GB)- C(up,v1)-C(U,v1)+C (U, v1)20.
On dispose d'une « boite a outils » de copules Neflsen, 1999) permettant de

modéliser des dépendances variées. Les copulesnfdiennes forment une classe de
copules simples a mettre en ceuvre et possédaptaj@sétés agréables.

Figures 2 : Exemple de densité de copule et sebesule niveaux

Probability Density Function — copula
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Théoréme (Sklar) : (i) Soit X,Y des v.a.r. deF.Fy et f.r. jointe K.
Il existe une copule C telle que
Fxv(%.y)=C[Fx(x),F(y)] ZAx.y)AR?
Si Fx et i, sont continues, C est unique.
(i) Soit X,Y v.a.r. de f.r.;5 Fy et C une copule. La fonction
F(x,y)=C[Fx(x),F(Y)]
est une f.r. bivariée de marginaleg & F, .

Remarque : Les distributions bivariées issues dmules se prétent souvent bien a la
simulation Monte-Carlo.

5. APPLICATIONS
Reprenons I'exemple 1 ci-dessus ou la vAmontant d’un sinistre est décomposée
en deux composantes :

- X pour indemnités et frais généraux de gestion idestres
- Y pour les frais spécifiques
avec Z=X+Y
Les variableX etY sont naturellement dépendantes.
L’étude proposée parlKiGMAN et al. (1999) suit la procédure suivante :
Etape 1 : Données de 1500 sinistres
Etape 2 : Modélisation des deux distributions margiales

A l'aide de techniques exploratoires (QQ-plot)tests d’adéquation, sélection de
distributions marginales : il s’agit en I'espécedigtributions de Burr, loi largement utilisée
par les actuaires Nord-américains.

Etape 3 : Choix d’'une copule
En I'occurrence la copule de Franck (a unique pateed = 0) définie par :
C(uv) = (-18) In[1+ €*-1) *-1)/(e®-1)]
Estimation des 5 parametres de la loi bivarié¢par maximum de vraisemblance) (Test
de dépendance)

Etape 4 : Test d’adéquation bivariée (test dix?)
Etape 5 : Calcul de la loi deZ
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De maniére générale, pour les problémes faisamtvienir la charge sinistres d'une
classe de polices dépendantes, la seule prise mpteode cette dépendance par le
coefficient de corrélation n'est suffisante qu'amiftcation. A condition que la prime soit
calculée a 'aide de principes liés aux deux presnigoments.

Des travaux récents, exécutés par de jeunes mfpaint montré le caractére
opérationnel des modéles de dépendance entre sisdaps les problématiques de
'assurance non vie : intensité de dépendance (B&lg2001), influence de celle-ci sur les
provisions pour sinistres a payer (Gillet et Se@@02) puis sur les besoins en fonds
propres et I'allocation de capital (Faivre, 2003).

6. CONCLUSION

Cette introduction avait comme seule ambition dgpeler I'existence de
méthodologies applicables et opérationnelles peametde traiter les problématiques
majeures de l'assurance non vie (Tarification, Biomnement, Solvabilité, Allocation de
capital, Réassurance...) en présence de «corréhagotre risques.

Naturellement les solutions proposées sont eripgarfaites. Elles ont cependant le
grand mérite de montrer qu'il existe une « vie adtlle » hors de I'hypothése de contrats
indépendants et d’ouvrir ainsi de nouveaux tengaux actuaires et statisticiens.
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