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PREAMBULE

Le concept de copule a été introduit par Abe Sklar en 1959, comme solution d’un probléme
de probabilité énoncé par Maurice Fréchet dans le cadre des espaces métriques aléatoires
(travaux avec Berthold Schweizer).

Ce concept est resté longtemps trés peu utilisé en statistique ; on peut toutefois citer :

v’ Les travaux de Kimeldorf et Sampson sur la dépendance (1975)
v’ Les recherches de Paul Deheuvels (fin des années 70).

L’étude systématique des copules débute dans le milieu des années 1980 avec Christian
Genest et son équipe.

L’article fondateur est: C. Genest & R. J. MacKay [1986]. The joy of copulas: Bivariate
distributions with uniform marginals. The American Statistician, 40, 280-283.

Depuis, de nombreux développements statistiques ont ét¢ menés par C. Genest et ses
coauteurs (R.J. MacKay, L.-P. Rivest, P. Capéraa, A.-L. Fougeres, K. Ghoudi, B. Rémillard).

Les copules sont devenues un outil de base dans la modélisation des distributions multivariées
en finance et en assurance.

Le présent document est une introduction a la théorie des copules, il en présente de manicre
succincte les principales définitions et outils.

La bibliographie fournit les principales références utiles pour approfondir ce sujet.
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1. Modéliser la dépendance

1.1. Les situations de dépendance

De nombreuses situations nécessitent de prendre en compte la dépendance stochastique entre
variables aléatoires :

- gestion des risques systématiques ;

- tarification : calcul des marges pour risque ;
- réassurance ;

- agrégation de capitaux ;

- phénomenes dynamiques

1.2. Exemple introductif

On s’intéresse a la prise en compte de la dépendance entre différentes durées de survie. On
suppose pour cela que les durées observées, T,.., T, sont indépendantes conditionnellement a

0 et que les marginales (conditionnelles) sont de la forme S, (t |t9) =B, (t)g ; on en déduit

directement I’expression de la fonction de survie conjointe :

Dans ce cas le paramétre de fragilité s’interpréte comme un élément exogéne qui modifie le
comportement de I’ensemble des individus. En général la fonction de survie de base est
identique pour tous les individus et on a :

wonr i)

Mais comme B(t)= exp(—H (t)) ot H est la fonction de hasard cumulée de référence, cette

expression se met sous la forme :

S(t,..t,)= {exp( 9ZH H

On reconnait dans le membre de droite la transformée de Laplace de la variable 6 au point

dH()

Lorsque @ est distribué selon une loi stable de paramétre o (c’est a dire que la transformée
de Laplace de @ est E(exp(—xe)):exp(—x“)) on obtient le modéle de Hougaard (cf.
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HOUGAARD [2000]) avec la fonction de survie conjointe

S(t,t, )= exp{ [Z(—Ins( ))%H.

i=1

On note que la loi conjointe est de la forme C (S1 ey Sn) avec :

St epo (inu) ”

Cette décomposition de la loi jointe est en fait générale et la fonction C s’appelle une copule.
L’exemple ci-dessus fait intervenir la copule de Hougaard'. Dans le cas général, le calcul
explicite de la copule est toutefois rarement possible car il nécessite I’inversion des fonctions
de répartition des marginales.

'M=

2. Copules, lois conjointes et dépendance

2.1. Rappels et notations

Si F désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire X, alors par définition
F(x)=P(X <x) ; la fonction F est continue a droite avec des limites & gauche ; on définit

alors I’inverse généralisée de F en posant F~' (y) =inf (X/ F (X) > y).

La variable U =F(X) est distribuée selon une loi uniforme sur [0,1], puisque

P(U<u)=P(X<F'(u))=u
2.2. Définitions et résultats de base

Une copule en dimension n est une fonction C définie sur [O,l]n et a valeurs dans [0,1]

possédant les propriétés suivantes :

C,(u)=C(1,.,1,u,1,.,1)=u

2 2

> (=) el ul) >0
k=

=1 k,=I
pour tous U' :(ul',..,ur‘,) et U’ :(uf,..,uﬁ) tels que U’ <u’. Cette condition s’interpréte en

disant que le C-volume de I’hypercube [X, y] de[O, 1]” est positif quel que soit I’hypercube, le

C-volume étant défini par :

' Si le paramétre de mélange est distribué selon une loi gamma on obtient la copule de Clayton.
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Ve ()= Ze(2K (2,2,)

la somme étant étendue a tous les sommets de I’hypercube, et la fonction g(z) valant 1 siun

nombre pair de sommets ont une valeur de X et —1 sinon. Il s’agit d’une propriété¢ de
« croissance » de la copule. On dit que la fonction C est « super modulaire ».

Il résulte directement de la définition d’une copule que C est une fonction de répartition d’un
vecteur dont les composantes sont uniformes. En effet, la condition

exprime le fait que P(ufSXISuf,..,UISX £u2)20 en se souvenant que

C(uy,..uy)=P(X,<u,...,X, <u,).

De plus, si on se donne des distributions réelles univariéesF,..,F , alors
F(x

les lois marginales sont les lois F, .., F, . Cela est la conséquence directe que pour toute v.a. X

X,)=C(F (%), F,(x,)) est la fonction de répartition d’un vecteur aléatoire dont

171 n
de fonction de répartition F, U = F (X ) suit une loi uniforme sur [0,1].

-1
Exemple n°1: soit F(X,y)= (l—e‘X —e’y) la distribution logistique bivariée de Gumbel ;
par intégration on trouve que les lois marginales sont identiques, de fonction de

-1
répartition F, (X) = (1 - e‘x) ; cette fonction est aisément inversible et on en déduit que :

C(u,v)= F(Fx-l(u),Fx“(V))zﬁ

Exemple n°2 : utilisation de la copule cubique avec des marginales gaussiennes.

La copule cubique est définie pour —1<a <2 par:
C(u,u,)=uu, +au, (u —1)(2u, —-1)u, (u, -1)(2u, -1).

Avec des marginales gaussiennes, on obtient la fonction de répartition suivante :
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Q.20

po5 oig @15

La copule cubique présente la particularité suivante : si les marginales sont continues et
symétriques, leur coefficient de corrélation est nul, alors qu’elles ne sont pas indépendantes.
On peut ainsi aisément construire des distributions 4 marginales non corrélées dépendantes”.

Les copules apparaissent ainsi &tre un outil naturel pour construire des distributions
multivariées. De plus, lorsque les distributions marginales sont suffisamment réguliéres on a
le théoreme de représentation suivant :

Théoréme de Sklar ([1959]): Si F est une distribution de dimension n dont les lois
marginales F,..,F sont continues, alors il existe une copule unique telle que :

Remarque : lorsque les marginales ne sont pas continues, il est toujours possible de définir

une copule, mais celle-ci n’est plus unique et de ce fait perd beaucoup de son intérét. En effet,
on peut toujours poser :

avec les « inverses généralisées » des marginales : F'(u)=inf {t/ Fi(t)= u} (ces fonctions

sont également appelées fonctions quantiles empiriques).

Ce résultat est important en pratique pour les applications a ’assurance et a la finance, car il
indique que I’analyse d’une problématique multivariée peut étre décomposée en deux étapes :

v" I’identification des distributions marginales,
v’ T’analyse de la structure de dépendance entre les composantes.

Le théoréme de Sklar fournit ainsi une représentation canonique d’une distribution
multivariée, via la donnée des distributions marginales et de la structure de dépendance.

* Voir également la section 2.3
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Deux fonctions particulieres jouent un réle important dans 1’analyse des copules, les bornes
de Fréchet ; on pose par définition :

n

C(ul,..,un)zmax(Zun —n+1,0j et C*(u,,..,u,)=min(u,,..,u,)

i=1

n

On a pour toute copule C et tout u dans [0, 1]
C (u)<C(u)<C*(u)

La majoration est la conséquence directe de C,(u)=C(1,..,1,u,1,.,1)=u; la borne
supérieure est atteinte avec le vecteur (U U ) ou la v.a. suit une loi uniforme sur [0, 1]. Cela

prouve que la fonction C*(.) est une copule. Ce résultat reste valable a une transformation
strictement croissante des composantes pres ; on parle alors de variables comonotoniques.

En dimension 2, la borne inférieure est atteinte avec le couple (U ,1—U) ; on parle alors de

variable anti-comonotoniques. En dimension supérieure a 2 la fonction C_(.) n’est pas une
copule.
La situation d’indépendance des marginales est associée a une copule particuliére, la copule
n
C*(.), définie par C* (u,,..,u,) =] Ju,.
i=1

,..,n, sont des fonctions

Remarque: si X =(X1,..,Xn) est un vecteur aléatoire et h

strictement croissantes, alors h(X)=(h,(X,),...h, (X)) a la méme copule que X.

Démonstration : comme les fonctions h sont strictement croissantes elles sont inversibles et :

P(B(X,) < %Xhy (X,) %)= P(X, S B (%), X, <0 (%)

n n

donc P(hl(Xl)S X

unicité de la décomposition copule (en remarquant que la transformation affecte uniquement
les marginales dont la loi devient Fh(x_) =F, oh™).

h (Xn)an)=C(FXI(hl‘l(xl)),..,Fxn(h‘l(xn))), et on conclut par

177" n n

On peut observer que lorsque le modéle est décrit par la fonction de survie S(t)=1-F(t), la

description de la structure de dépendance est peu modifiée. Plus précisément, en notant
C"(u,v)=u+v-1+C(1-u,1-V), on trouve que S(t.t,)=C"(S,(t),S,(t,)), ce qui est la

conséquence immédiate du fait que C” (u , v) = C(l_U ) (u,v).

Etant donné un vecteur (X ,Y) dont la structure de dépendance est définie par la copule C ;

on se donne une fonction ¢:R> — Rque I’on suppose super modulaire. On note (X*,Y*)
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(resp. (X +,Y+)) la version anti-comonotone (resp. comonotone) du couple (X Y ) On peut

alors encadrer E (¢( X,Y )) de la maniére suivante :
Inégalité de Tchen ([1981]) : On a E(¢(X‘,Y‘))s E(g(X,Y))< E(¢(x+,Y+))

L’inégalité¢ de Tchen est une conséquence directe de I’existence des bornes de Fréchet :
C™(u,v)=max(u+v-1,0)<C(u)<C*(u)=min(u,v).

Cette inégalité est utile pour obtenir des bornes tarifaires, par exemple dans le cadre d’un
traité en « stop loss » en observant que $(X,y)=(x+y—d)" est super modulaire. On peut

également I’appliquer au cas d’une rente viagere sur 2 tétes, pour laquelle on a avec les
notations usuelles de I’assurance vie :

a, :Zv"P(TX >k, T, > k)zZkapr

k>1 k>1

En notant a, = » v max(, p, +, p,~1,0) et a; = > v*min(, p,,, p,) ona l'inégalité :
k=1 k=1

- +
a,<a,<a,.

En effet a, :zka(k Py« py) et il suffit ici d’appliquer les bornes de Fréchet pour la

k=1
copule C. Cette approche est parfois utilisée pour modéliser la surmortalité¢ observée de la
seconde téte au déces de la premicre : on observe en effet une surmortalité pendant une
période de I’ordre de 5 ans lorsque la premiere téte décéde. Dans ce cas particulier, on peut
éviter le recours aux copules en modélisant la probabilit¢ de survie de la seconde téte
conditionnellement au décés de la premiére, en posant par exemple :

— ’a(h’TxY
qy-¢-h\TX _qy+h X(1+ﬂe ) .
Le calibrage des paramétres est ici plus intuitif qu’avec une copule : S représente le choc
initial et « est simplement relié¢ a la durée pendant laquelle on observe la surmortalité.
2.3. Exemples de copules

Il existe un grand nombre de copules adaptées a différentes situations ; toute répartition
associée a un vecteur dont les marginales sont uniformes sur [0, 1] définie une copule.

Toutefois, quelques formes particuliéres sont souvent utilisées en pratique du fait de leur
simplicité de mise en ceuvre. On peut notamment citer les exemples ci-apres :

ISFA Support de cours -9-
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Nom Copule
Gaussienne’ C(ul,..,un,p):(Dp(N’l(ul),..,N’l(un))
Clayton C(u,v,0)=(u"+v" —1)%
_ 1 (exp(-6u)-1)(exp(-6v)-1)
Franck C(u,V,H)——EIn 1+ xp(~0)-1
Gumbel C(u,v,H):eXp _[(_In(“))9+(—ln(v))q%

La densité de la copule de Franck de parameétre 1 se présente de la manicre suivante :

N
D
N
RN
NN

N

W
W)

RS

RN
\\}“

)
W

W

Dans le cas de la copule de Franck, on peut remarquer qu’on retrouve I’indépendance comme
cas limite en faisant tendre & vers 0. De plus, la copule de Franck est positivement ordonnée
en fonction de @ (au sens ou la copule de Franck de paramétre € est supérieure a la copule de
Franck de parametre & si 6, > 6,. Enfin, la borne inférieure (resp. supérieure) de Fréchet est

obtenue comme cas limite lorsque & — —oo (resp. €@ — 4+ ). Ces propriétés sont intéressantes

puisqu’en faisant varier un unique parametre, cette copule couvre I’ensemble des degrés de
dépendance possibles.

On a des propriétés analogues avec la copule gaussienne lorsque 1’on fait varier le coefficient
de corrélation de —1 a +1.

On peut illustrer avec une copule simple le fait (classique) que la non corrélation peut étre,

des lors que I’on est plus dans le cas gaussien, observée dans des situations de forte
dépendance entre les variables.

3 q)p est la distribution normale multivariée de matrice de corrélations p.
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11 suffit de considérer la copule suivante :

0<u, gu—zsl
U, 2 2
C(u,u,)= u?z OS%SUISI—%
u1+u2_1131—u—23u131
2 2

alors on vérifie que COV(UI,UZ) = ( et pourtant P(U2 :1—|2U1 —1|) =1, ce qui signifie que si

on connait la valeur prise par U; alors on connait presque stirement celle prise par Us.
Enfin, on peut mentionner que si h est une fonction strictement croissante et dérivable et C

une copule alors C, (u,v) =h"' (C (h(u) , h(v))) définit une copule.

2.4. Les copules archimédiennes

La notion de copule archimédienne regroupe un certain nombre de copules ci-dessus
(Clayton, Gumbel, Franck); I’idée d’une copule archimédienne de générateur ¢ est que la

tranformation a)(u):exp(—go(u)) appliquée aux marginales «rend les composantes

indépendantes » :

a)(C(ul,..,un)): o(u,)

i=1
Définition : copule archimédienne

La copule archimédienne de générateur ¢ est définie par I’égalité :

C(Up-ru )= ((u, )+ ..+ ¢{u. )

dés lors que Zn:(p(ui)égo(O), et C(u,,..,u,)=0 sinon. Le générateur doit étre choisi de
i=l

classe C*de sorte que ¢(1)=0, ¢'(u)<0et 9" (u)>0.

Les copules archimédienne peuvent étre également définies via un conditionnement par une
« variable de structure », Z ; a cet effet, on se donne une v.a. positive Z telle que :

v la transformée de Laplace de Z est y = ¢ '
v' conditionnellement & Z les v.a. X, sont indépendantes

ISFA Support de cours -11-
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v P(X, <x|Z)=0(F, (x))*

alors la copule du vecteur (Xl,..,Xn) est C(ul,..,un)=(p‘1((p(ul)+..+(o(un)). L’idée

importante ici est que, via un conditionnement, on retrouve la situation d’indépendance.
9

Démonstration : par définition de la copule :

mais on a | ‘identité E[exp(—go(u)Z)} =¢" ((p(u)) =u et, conditionnellement a Z les v.a.

X. sont indépendantes et de part la forme des distributions conditionnelles :

Cu) €| [To(w) | €| oo 28 0(0) || -0 (0(u)+0(0.)

En particulier, la copule C*(.) est archimédienne, de générateur —In(u), qui est un cas limite
de copule de Gumbel; en effet, la copule de Gumbel est archimédienne de générateur

(— In (u))g, avec 6 >1. Les copules de Clayton et de Franck sont également archimédiennes :

Copule Générateur
Indépendance ~In(u)
Clayton u’-1,6=0
e -1
Franck —In (T] ,0#0
e —
Gumbel (—In(u))g, 6>1

2.5. Mesures de dépendance®

Il existe en statistique un certain nombre de grandeurs proposées par leurs auteurs comme des
mesures de la dépendance entre deux variables aléatoires.

* Cette transformation définie une fonction de répartition car la fonction @ est décroissante
> La notion de mesure de dépendance est définie de maniére rigoureuse dans Nelsen [1999].
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cov(X,Y)

(X)V(Y)

mesure le plus connue. Ce coefficient est une mesure trés imparfaite de la dépendance. Il ne
peut se mettre sous une forme ne faisant intervenir que la copule, les marginales restent
présentent dans I’expression : ce coefficient n’est donc pas une mesure de dépendance. Il

n’intégre que la composante linéaire de la dépendance, au sens ou r(X,Y)=i1 si et

Le coefficient de corrélation linéaire de Pearson, définit par r(X ,Y) = est la

seulement si Y =axX +b. Au surplus, pour les marginales fixées, toutes les valeurs
comprises entre -1 et +1 ne sont pas atteignables. En effet, d’aprés 1’inégalité de Tchen :

COV(F;(U%F{l(l_U)) . r(X,Y)S cov(FX*1 (U) R (U )) .

(XV(¥) (X)V(Y)

Par exemple avec des lois log-normale X ~ LN (0,1) et Y~LN (0,(72), I’ensemble des

valeurs possibles de r en fonction de o a I’allure suivante :

Correlation rf{®,¥) log—normaux

1.0

0.6} b

ol .
ozl

=0.0 — e — — = =

-o.2t -
—o.al

0.6}

-0.8

o 1 2 3 4 2

Le p de Spearman®, défini comme étant le coefficient de corrélation de Pearson calculé sur les
rangs des deux variables ¢limine par construction 1’effet de dépendance aux lois marginales.

Le rde Kendall T(X Y ) =E ( F, (X ) F (Y )) —1 ne dépend également pas des marginales ; on

peut montrer qu’il est égal & la probabilité de concordance des rangs’ moins la probabilité de
discordance des rangs.

Comme dans le cas du coefficient de corrélation linéaire, le fait que 7=0 ou p=0
n’implique pas que les variables X et Y soient indépendantes. Ainsi une distribution construite
avec la copule cubique (cf. 2.2) et des marginales symétriques conduit a des coefficients nuls
alors que les variables ne sont pas indépendantes par construction.

Enfin, on peut citer I’indice de Gini qui est une mesure d’équirépartition de deux échantillons
associée a la structure de dépendance du couple. Les expressions de ces 3 mesures sont
synthétisées dans le tableau ci-dessous :

% Spearman était psychologue.
7 La concordance correspond a la situation dans laquelle si X < X; alors Y, <y -
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Indice Expression usuelle Expression copule
Rho de S ’ n Ll
0 €¢ Speatman 62:di2 p:12”u1u2dC (ul,uz)—3
Pl &
n(n*-1)
Tau de Kendall’ 4R 1 Ll
_n(n—l)_ r=4MC(u1,u2)dC(ul,u2)—1
Indice de Gini'’ L
;‘X ‘ 7= 2” Ju, +u, —1|=|u, —u,[)dC (u,,u,)
= 00
4 2.un’

Dans le cas d’une copule archimédienne, on peut vérifier que le Tau de Kendall s’obtient
simplement a ’aide du générateur de la copule, selon la formule :

Ces coefficients se calculent explicitement dans le cas des copules les plus courantes. Par

exemple pour la copule de Gumbel on a z':l—é , pour la copule de Franck

T= —i e J tt dt et pour la copule gaussienne 7 = zArcsin(p) .
a " e 7

Inférence statistique

En pratique lors de la mise en ceuvre d’un modele intégrant des copules il convient d’étre
capable d’estimer la structure de dépendance, a partir des données disponibles. Les méthodes
d’inférence statistique utilisées sont des déclinaisons de méthodes standards, paramétriques
ou non paramétriques selon le cas.

3.1. Estimation non paramétrique

3.1.1. Rappel : fonction de répartition empirique

Le cadre général de I’estimation non paramétrique d’une loi marginale s’appuie sur la
fonction de répartition empirique, définie par :

Ix<x

'Mx

L
K 4

'Le di de la formule représente la différence des rangs de I’individu i dans chacun des classements.

’ R est la somme sur tous les individus du nombre de paires concordantes.
1 o . . . .
% 11 désigne I’espérance de la distribution.
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pour un n-échantillon (Xl,.., XK) delaloi F.

17" n

En dimension n, si on se donne (Xk o XK )1<k<K un K-échantillon du vecteur (de dimension n)

X, on peut généraliser 1’expression de la fonction de répartition empirique en posant :

Cet estimateur conduit a un estimateur non paramétrique naturel d’une copule :

3.1.2. Copule empirique

k k

Soit comme ci-dessus (Xl,..,xn )1 e N K-échantillon du vecteur (de dimension n) X. En

observant (voir section 2.2 ci-dessus) que C(u,,..u,)=F (Fl’1 (u), F ' (u, ))on introduit la

n

notion de copule empirique a partir des versions empiriques des fonctions de répartition de
cette expression :

avec F; (u)=inf {t/ Fio(t)2 u} . Cette notion a été introduite par Deheuvels [1979].

Remarque™ : C est la fonction de répartition d’un vecteur dont les marginales sont uniformes
sur [O,l] ; cette propri¢té n’est plus vraie pour C, qui est, conditionnellement aux

observations, la distribution d’un vecteur dont les marges sont réparties uniformément sur

I’ensemble discret {O,%,..,%}. Il suffit donc de connaitre les valeurs de la copule

empirique en ces points discrets ; on a en particulier le lien avec les statistiques d’ordre
suivant :

k k 1 &
C _l""_n = lk k K o (K
K(K Kj 2 oo et

Cette expression peut étre également écrite a partir des rangs des observations (ce qui est
intuitif, puisque la copule est invariante par toute transformation croissante des marginales) :

k K 1 &
C _]1-'1_n = 1 k k
K ( K Kj K kZ::‘ {r1 <Kot skn}

Deheuvels [1979] a obtenu des résultats asymptotiques sur C, et K_% (CK —C) . Les copules

empiriques sont notamment utiles pour fournir des estimateurs non paramétriques de mesures
de dépendance. Par exemple on peut ainsi proposer 1’estimateur suivant du p de Spearman :

""'Voir Deheuvels, Peccati et Yor [2004] pour des résultats asymptotiques sur les copules empiriques.
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R 12 EK(+(k k k k
- C|L 2| 2%
pegr e[ O

3.1.3. ldentification d’une copule archimédienne

Dans le cas d’une copule archimédienne, la copule est entierement définie par son générateur ;

on remarque alors que si K(u): P(C(U,,Uz)éu) ona K(u):u— €”((l:J))
4

Démonstration : par définition d’une copule archimédienne
K(u)= P(gp"((o(U1)+¢(U2))Su) ; or la loi conditionnelle de se calcule a partir de la
copule :

oC
P(Uz <u, |U1 = ul) :a_u](ul’uz)

1
La fonction K est liée au 7 de Kendall par 7 = 4.[(1 -K (u))du —1.
0

Démonstration : d’aprés 2.5 ci-dessus on a 7 =4E (C (Ul U, )) —1 et le résultat en découle par

définition de K, fonction de répartition de C(U,,U,).

3.2. Estimation paramétrique et semi-paramétrique

On se place ici dans le cas ou la distribution conjointe dépend d’un paramétre, que 1’on
cherche a estimer.

3.2.1. Méthode des moments

Cette méthode est notamment utilisée pour les mesures de dépendance ; 1’estimateur des
moments de la mesure de dépendance considérée est alors simplement obtenu en égalant
I’expression paramétrique (analytique) de la mesure avec un estimateur non paramétrique de
cette méme mesure.

~ C .
Par exemple, pour le tau de Kendall, on a 7= avec C (resp. d) le nombre de paires

c+d
concordantes (resp. discordantes) dans 1’échantillon. Donc pour une copule de Gumbel

) 1 o ) A
I’expression 7 =1 —gcondult a ’estimateur des moments & = e
-7
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3.2.2. Maximum de vraisemblance

De Iégalit¢ F(X,,..X,)=C(F(X),..F,(x,)) on déduit par dérivation I’expression de la

n

densité du vecteur (X,.., X, ) :

o"C(uy,..,u,
ou C(Ul,..,un):%
1-UUn
k

vraisemblance de 1’échantillon (Xlk v Xy )1 ek s’en déduit immédiatement :
<k<

désigne la densité de la copule. L’expression de la log-

f (xi" ; 6)

K
1
k=

10)=5.1n(e(F (x30)... R (4:0):0)) + 3

n
1 i=l

Il reste maximiser cette expression en &, ce qui peut s’avérer en pratique fastidieux.

3.2.3. Méthode « IFM »

Cette méthode, proposée par Shih et Louis [1995] consiste a « découper » le probléme
d’estimation en deux étapes successives :

v’ D’estimation des paramétres 0,,..,0, des marginales,

v" D’estimation du paramétre 6, de la copule.

Le paramétre € de la section 3.2.2 ci-dessus est donc décomposé sous la forme
0 :(@,..,GH,HC) et on commence par déterminer les estimateurs EMV des paramétres des
marginales, soit :
. K
6, =argmax )" f,(x0)
k=1

G

On « injecte » alors ces estimateurs dans la partie « copule » de la log-vraisemblance, ce qui
conduit a :

6. :argmaxZK:In(c(Fl(xlk;é),.., F, (xﬁ;én);ec))
k=1

96
D’autres procédures peuvent Etre imaginées, comme par exemple [’estimation non

paramétrique des marginales suivi d’'un maximum de vraisemblance pour le parametre de la
copule (procédure « omnibus » de Genest et al., [1995] ou Shih et Louis, [1995]).
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4. Copules et valeurs extrémes
Définition : Copule de valeurs extrémes (ou copule EV)"

Une copule de valeurs extrémes est par définition une copule vérifiant, pour tout A >0 :

On peut vérifier par exemple qu'une copule de Gumbel posseéde cette propriété. Le lien entre
la théorie des copules et les valeurs extrémes est donné par le théoréme suivant :

Théoréeme : si X f)p) =max X, désigne le maximum d’un échantillon de taille p, et sionan

I<i<p

¢chantillons et des constantes de normalisation telles que :

—

X (P _g X?) _a
p, p’ISXI,.-,MSXn :F(Xl,..,Xn)

p,n

lim P !
p—x bp,l

o |>

alors la copule associée a la représentation canonique de F est une copule de valeurs
extrémes.

Définition : dépendance de queue

On dit qu’une copule bivariée présente de la dépendance de queue si 31 € ]0, 1] tel que :

u—1

avec la fonction 5(u,v) =1-u-v+C(u,v) de survie conjointe. L’idée de ce quotient est de

mesurer la probabilité que U dépasse le seuil u sachant que V 1’a dépassé :
A(u)=P(U >uV >u)

Cette notion est importante dans 1’étude de la dépendance asymptotique entre deux variables
aléatoires. Elle permet en effet de mesurer le niveau de dépendance dans les valeurs extrémes,
grandes (upper tail dependence) ou petites (lower tail dependence).

5. Copules et simulation

Les copules fournissent un cadre d’analyse bien adapté a la « fabrication » de distributions
conjointes possédant une structure de dépendance donnée. En effet, soit X = (Xl,.., Xn) est un

vecteur gaussien centré de matrice de variance-covariance fixée ; on peut remplacer les lois

1> Capéraa, Fougéres et Genest [2000] on introduit la notion de « copule archimax » qui englobe les copules
archimédiennes et les copules EV.
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marginales gaussiennes par d’autres lois (par exemple pour tenir compte d’un caractére
leptocurtique affirmé des observations) tout en conservant la méme structure de dépendance.

Pour simuler des réalisations d’un vecteur X =(X1,..,Xn) a partir de la décomposition

« copule » de F, il faut étre capable de simuler des réalisations d’un vecteur U ayant des
marginales uniformes et dont la distribution est la copule C, puisqu’on a 1’égalité en loi :

La suite de ce document illustre quelques méthodes qui permettent de mener a bien cette
tache.

5.1. La méthode des distributions

On suppose que 1’on se trouve dans une situation ou la loi conjointe de X est plus facile a
simuler directement que la copule C ; c’est par exemple le cas de la copule gaussienne : un
vecteur gaussien de dimension n est aisé a simuler (via la décomposition de Cholesky de la
matrice de variance-covariance), alors que la copule gaussienne n’est pas simple a simuler
directement.

La méthode consiste a simuler des réalisation de X (de loi F) et a appliquer ensuite la

transformation U =(F1 (Xl),.., F, (Xn)).

5.2. La méthode des distributions conditionnelles

5.2.1. Présentation génerale

On se donne" (UI,UZ) un vecteur dont la distribution est C; on simule (Vsz) uniformes et

indépendantes. On pose alors U, =V,, puis U, =C," (v, ) avec C, (u,)=P(U, <u,U, =u,).

Cette expression se calcule a partir de la copule C:

oC
(u.u,)=P(U, <u,u, :ul):a(ul,uz)

1

C

201

Démonstration : on écrit
P(U,<u +hU, <u,)-P(U, <u,U, <u,)
P(U,<u+h)-P(U,<u,)

P(U,<u,|u, <U, <u +h)=

P(ANB)

P(B)

(qui est simplement une application de la formule P(A|B) = ) ; cette expression

s’écrit a I’aide de la copule :

13 Cette méthode s’étend sans difficulté en dimension n
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(C(u,+h,u,)-C(U, <u,,U, <u,))/h
(C(u,+h,1)=C(u,,1))/h

P(U,<u,|u, <U, <u +h)=

On remarque alors que puisque les marginales sont uniformes alors C(u,l) =uet donc le

dénominateur de la fraction est égal a 1 ; on fait alors tendre h vers 0 pour obtenir le résultat.
Toutefois en pratique il n’est en général pas ais¢ d’inverser la fonction conditionnelle.
Exemple n°1 : copule de Franck

Dans le cas de la copule de Franck la méthode des distributions conditionnelles peut étre mise
en ceuvre simplement. L’expression de cette copule est :

(exp(—@u)—l)(exp(—&v)—l)}
1

exp(-0)-

C(u,v,é’):—%ln[H

exp(-¢ )(exp(— )—1)
exp(—0)—1+(exp(—6u)—1)(exp(-6v)-1)

inverser cette équation (en résolvant I’équation en X C ( ): V) pour obtenir :

On en déduit que Cz‘l( V)= et on peut alors

v(exp(-0)-1) }
)

1
C =——In|1
a (U) 0 n[ +v+(1—v)exp(—6?u

La simulation peut donc €tre mise en ceuvre simplement.
Exemple n°2 : copule de Gumbel

Cette copule (appelée aussi copule de Gumbel-Houggard, du fait de son apparition naturelle
dans certains modeles de durée de fragilité) a pour expression :

C(uv.6)= exp“('”(ll))g +(|n(v))0}%]

et on en déduit I’expression de la distribution conditionnelle :

cnaeofa] ol o cne]”

L’inversion de cette expression n’est pas aisée, et on aura ici recours a des méthodes
numériques.
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5.2.2. Cas particulier des copules archimédiennes

Dans le cas particulier d’une copule archimédienne, la distribution conditionnelle s’exprime a
I’aide du générateur de la copule et conduit a :

- ¢[¢'-'[¢' (;—;j]]-wm

5.3. Les méthodes adaptées spécifiquement a une copule

Comme pour la simulation de loi univariées, des méthodes « ad hoc » adaptées a une copule
particuliére peuvent étre élaborées; par exemple pour la copule de Clayton'” :

C(u,v,0)= (u’g +v? —1)7%’

on peut utiliser I’algorithme suivant:

v simuler X; et X, 2 réalisations indépendantes de d’une loi exponentielle de
parametre 1.
v/ simuler une réalisation x issue d’une v.a.de loi I'(1,0)

X -0 X -6
u2:[1+72j et u1:(1+;‘j

6. Application des copules en assurance

v’ prendre :

6.1. Mesure du capital sous risque

Les copules interviennent directement dans 1’agrégation de risques lorsque la mesure de
risque choisie est la VaR. En effet :

VaR(X;,a)=F'(a)
Et donc dans le cas de 2 risques comme par définition d’une copule :

FX1+X2(X)= I dC(FXI(x]),FXZ(xz))

X)X, <X

On voit que la VaR de la somme dépend des distributions marginales et de la copule. Les VaR
s’ajoutent si la copule est la borne supérieure de Fréchet. En effet, dans ce cas le vecteur peut

' Cet algorithme est proposé par Devroye [1986]
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se mettre sous la forme (Fl‘1 (F.(X)))F

on trouve que :

F (Xl))), et en posant @(X)=x+F,"(F (X))

a=P(X,+X,<VaR, (X, +X,))=P({o(X,)<VaR, (X, +X,)})
=F (& (VaR, (X, +X,)))

On en déduit que VaR, (X, + X, ) = co(Fl’1 (a)) , puis :

VaR, (X, +X,)=F " (a)+F"(F (F " (a)))
=F"(a)+F ' (a)=VaR,(X,)+VaR,(X,)

ce qui termine la démonstration.

6.2. Application aux processus de diffusion

Les copules sont également utilisées pour analyser les structures de dépendance dans les
processus de diffusion. La copule brownienne a ainsi ét¢ introduire par Darsow, Nguyen et
Olesen [1992].

L’intérét de cette approche est de permettre de construire de nouveaux processus avec une
structure de dépendance connue mais des marginales différentes (ex.: mouvement brownien a
marginales « student » pour épaissir les queues de distribution).

C’est une alternative a I’introduction de processus a sauts.
6.3. La méthode NORTA (« Normal to anything »)

L’objectif est ici de simuler un vecteur (Xl,.., Xd) dont on connait les marginales, et en

respectant des corrélations fixées. On suppose sans perte de généralité que les v.a. X; sont
centrées et réduites.

L’idée est de considérer que la structure de dépendance du vecteur (X1 ¢ ) est décrite par
une copule normale, c’est a dire que 1’on considére que la loi conjointe de (Xl,.., Xd) est
décrite par (Xl,..,Xd)=(Fl‘l(N(Yl)),..,l:d'l(N(Yd ))) avec (Y,,.,Yy) un vecteur gaussien
centr¢ de matrice de variance-covariance Xy et N est la fonction de répartition de la loi

normale centrée réduite. Chacune des variables Y; est également réduite, de sorte que Xy est
en fait une matrice de corrélation avec des un sur la diagonale et définie entierement par la

d(d-1)

donnée des termes en dessous.
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On doit alors choisir X, de sorte que 1I’on retrouve la matrice X, en calculant les corrélations

des v.a. (Xl,.., X4 ) Plus précisément, si on note p; le terme générique de X, , comme les

variables sont centrées et réduites on a o = E[XiX j]. On note F; le terme générique de

Iy ; G est le coefficient de corrélation entre Y; et Yj , pour i < j.On a alors une relation de

f

la forme p; = a)ij( ij) avec :

+00 +00

;(r)= ,[ J. R (N(%)) FJ_I(N (yj))h(r,yi,yj)dyidyj ;

—00 —00

la fonction h étant la densité d’un vecteur gaussien bi-dimensionnel :

x> +y? —2rxy}

h(r’x'y)zzﬁ(i_r)exp{ 20-1)

On obtient ainsi équations indépendantes les unes des autres en ;. On notera qu’il

d(d-1)
-5 i

est préférable d’imposer comme donnée de base la matrice de corrélation des rangs, c’est a
dire la matrice de corrélation du vecteur (FI(XI),..,Fd (X4 )) car on obtient alors une

o"
ri = 2sin[%} .

Cela découle directement de ce que dans I'intégrale définissant @; les marginales F sont

expression analytique de F; :

remplacées par I’identité. Dés que d > 2 il se peut que le probléme n’ait pas de solution, c’est

a dire que la matrice de coefficients fij ainsi obtenue ne soit pas semi-définie positive ; on
peut alors chercher la matrice semi-définie positive la plus proche possible de Xy, au sens

d’une norme sur I’espace des matrices.
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