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La réalisation d’un tarif en assurance IARD (auto, MRH, construction, etc.) 

s’appuie classiquement sur l’analyse de la prime pure dans le cadre d’un modèle 

fréquence x coût dans lequel l’effet des variables explicatives sur le niveau du 

risque est modélisé par des modèles de régression de type GLM.

Ce support a pour objectif de rappeler de manière synthétique le cadre des 

modèles linéaires généralisés.

Par ailleurs, l’amélioration des performances informatiques a conduit ces 

dernières années à un intérêt pour des approches alternatives, non paramétriques 

ou semi-paramétriques, qui peuvent a priori permettre de contourner certaines 

des limitations du cadre des modèles de régression paramétriques.

Quelques unes de ces approches alternatives, notamment les régressions 

pénalisées et les techniques d’agrégation de modèles sont ainsi présentées.

Préambule
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Les étapes d’une tarification

La réalisation d’un tarif IARD nécessite plusieurs étapes :

 - la constitution de la base de données ;

 - la distinction des sinistres attritionnels, graves et sériels ;

 - le choix des variables tarifaires ;

 - la modélisation de l’effet des caractéristiques des individus 

(représentées par les modalités des variables tarifaires) sur les variables à 

expliquer (la fréquence et le coût) dans le cadre d’un modèle explicatif  de la 

« charge espérée » ;

 -  le lissage du tarif brut, qui permet de prendre en compte les contraintes  

de la politique tarifaire ;

 - le passage du tarif pur au tarif technique puis commercial.

Préambule
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Les étapes d’une tarification

Il est précisé que dans le cadre de cette présentation on se limitera à l’analyse 

des sinistres hors « graves », « sériels » et « sans suite » et on se concentrera 

sur le lien entre les caractéristiques d’un individu et son risque.

Du fait de ces restrictions, l’impact de la réassurance (non proportionnelle) n’est 

pas abordé.

Préambule
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Impact des caractéristiques de l’assuré sur la fréquence ou le coût

Il s’agit de rendre compte des effets que l’on constate par de simples statistiques 

descriptives :

NB : attention aux effets d’hétérogénéité

La modélisation est 

indispensable pour 

régulariser les 

estimateurs empiriques 

que l’on peut calculer 

dans chaque « case » 

d’une segmentation a 

priori.

Préambule
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Impact des caractéristiques de l’assuré sur la fréquence ou le coût

On peut aussi par ailleurs observer que la distribution du logarithme du coût 

moyen n’a pas de forme simple.

L’allure de cette distribution met en 

évidence l’hétérogénéité sous-jacente 

et légitime le recours à une 

décomposition en fonction de 

variables explicatives.

Préambule
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Impact des caractéristiques de l’assuré sur la fréquence ou le coût

Dans la mesure où l’on différencie les risques puis les tarifs, ceux-ci ont tendance 

à être de plus en plus individualisés.

Mais la mesure du risque n’est qu’une appréciation de l’espérance de coût 

attachée à une personne soumise à des facteurs de risques. Ainsi, une 

différenciation très poussée conduit à des tarifs quasiment individuels et non 

mutualisés. Dans ces conditions, l’analyse ex ante du risque devient de plus en 

plus personnalisée et une erreur d’estimation croissante risque d’apparaître en 

l’absence de base statistique suffisante.

En effet, tant que le tarif (au travers de la fréquence et du coût) est construit sur la 

base de méthodes statistiques, il faut disposer d’un volume de données suffisant 

pour que la loi des grands nombres s’applique et que la volatilité de l’estimateur 

soit faible.

Préambule
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Impact des caractéristiques de l’assuré sur la fréquence ou le coût

Si l’on suppose à titre d’exemple que l’on doive estimer un coût moyen de 1000 € 

entaché d’une incertitude log-normale, l’estimation de ce coût moyen est 

sensiblement biaisée pour les échantillons de petite taille, comme l’illustre 

l’exemple suivant :

Préambule

Au-delà de cette mesure « 

individuelle », l’addition de ces 

erreurs d’estimation au niveau 

de chaque segment tarifaire 

augmente la volatilité globale 

des grandeurs estimées (coût 

ou fréquence).

Voir LEROY et PLANCHET [2016].
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Le cadre usuel de tarification

En pratique la tarification IARD est souvent effectuée dans le cadre très général 

des modèles fréquence-coût :

avec N le nombre de sinistres (souvent supposé suivre une loi de Poisson), C le 

coût unitaire d’un sinistre (en général gamma ou log-normal), IG l’indicatrice de 

survenance d’un sinistre grave et G le coût d’un sinistre grave (par exemple de 

type Pareto).

1

N

i G

i

S C I G

=

= + 

Préambule
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Le cadre usuel de tarification

Sous réserve de l’indépendance de la fréquence et des coûts, la prime pure à 

l’intérieur d’une classe de risque est de la forme :

On se ramène ainsi à modéliser l’espérance conditionnelle du nombre de sinistres 

et l’espérance conditionnelle du coût unitaire.

Il s’agit donc d’estimer des espérances conditionnelles, ce qui est le cadre général 

des modèles de régression, et plus particulièrement des modèles de régression 

non linéaires (GLM).

( ) ( )1G GE S X E N I X E C X P I X E G X     = −  + =      

Préambule
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Identification des sinistres graves et sériels

L’identification des sinistres sériels s’appuie sur la mise en relation du sinistre 

avec un événement, en général codé dans la base de données.

Pour les sinistres graves, il s’agit de déterminer le seuil de gravité pertinent. Pour 

cela on peut considérer différents critères :

 - un sinistre grave étant rare doit être mutualisé sur un ensemble plus 

large et donc la segmentation tarifaire est a priori plus grossière ;

 - le comportement du sinistre en termes de déroulement peut aussi être 

considéré pour les branches longues, par exemple :
 Cadences de règlement par année de survenance
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Remarque sur le coût moyen

Dans les branches longues, on peut 

devoir traiter spécifiquement la prise en 

compte de forfaits à l’ouverture qui 

induisent des discontinuités dans la 

distribution des coûts :

La distribution empirique des coûts fait 

apparaître des masses sur les montants 

entiers en K€.

Préambule
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Ces montants forfaitaires à l’ouverture doivent être exclus de l’étude.

Les caractéristiques des lignes restantes 

sont les suivantes :

On peut noter sur l’exemple présenté que 

la suppression des forfaits d’ouverture fait 

baisser le coût moyen d’environ 8,5 %, ce 

qui laisse penser que les forfaits 

d’ouverture sont (trop ?) prudents.

Préambule
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Les modèles linéaires généralisés (Generalized Linear Models, GLM) constituent 

le cadre de référence pour modéliser l’effet des variables de segmentation sur le 

tarif.

Les GLM ont fait leur apparition dans NELDER et WEDDERBURN [1972]. Ils sont 

adaptés à de nombreuses problématiques et sont d’utilisation courante dans le 

domaine de la statistique et de l’actuariat (cf. DENUIT et CHARPENTIER [2005]). Les 

GLM permettent de ne pas imposer le caractère normal de la variable à expliquer 

Y et la relation entre les variables et l’espérance conditionnelle n’est pas 

nécessairement linéaire :

1. Les modèles GLM
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Dans le contexte d’un modèle GLM, on considère que pour une variable aléatoire 

Y, qui correspond à la variable à expliquer, il existe une relation de la forme 

suivante : 

entre avec p variables explicatives Xi (i = 1,…, p) et l’espérance conditionnelle de 

la variable à expliquer. La fonction g (strictement monotone et dérivable) est 

appelée fonction de lien du modèle. Elle détermine la relation entre le prédicteur 

linéaire et l’espérance de la variable expliquée.

Par exemple le choix (classique) g(u) = ln(u) conduit au modèle multiplicatif 

suivant : 

( )1

1

E , ,
p

p k k

k

g Y x x x
=

  =
  

( )
1

'
E exp exp

p

k k

k

Y x x x 
=

 
  = =  

 


1. Les modèles GLM
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Il reste à spécifier la loi de la variable Y. On impose à Y d’appartenir à la famille 

dite exponentielle, pour laquelle la densité s’écrit :

avec b une fonction définie sur R deux fois dérivable et de dérivée première 

injective et c une fonction définie sur R². De nombreuses distributions classiques 

appartiennent à cette famille. On a en particulier :

Le lien entre le paramètre et les variables explicatives est donc de la forme :

( )
( )

( ) + 
,

exp ,
y b

f y c y 

 




  −
=  

 

( ) ( )  θE 'Y b= ( ) ( )  ( )( )  ( )1θ φ φ υ φV '' '' ' E EY b b b Y Y−= = =

,

( ) ( )( )1 1 1

1

- - -
' '

p
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k

x b E Y x b g x 
=
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1. Les modèles GLM
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On peut noter que le paramètre f est un « paramètre de nuisance », l’espérance 

conditionnelle ne dépendant que de .

Exemples : lois Poisson et Gamma

,

Loi de probabilité ( ) ( ) ( )( )λ λPr exp lnY y y c y= = − +  

θ  λln  

  1 

( )θb  ( )θexp  

 E Y  λ  

Fonction variance ( )ν λ λ=  
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( ) ( )

2 2

μ μ

υ υ υ
1

υ
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y

f y c y
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variance 
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1. Les modèles GLM
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Autres exemples

Remarque : des travaux spécifiques proposent des modèles prenant en compte 

les phénomènes de sous-déclaration des petits sinistres dans la fréquence. Les 

modèles « à inflation de zéros » font ainsi l’objet d’applications directe en 

tarification non-vie (cf. VASECHKO et al. [2009] et la section 5 de cette 

présentation).

,1. Les modèles GLM
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En pratique on utilise souvent :

 - la fonction de lien log, qui permet d’avoir un tarif multiplicatif ;

 - la loi de Poisson ou la loi binomiale négative pour la fréquence ;

 - la loi gamma ou normale pour le coût.

Remarques :

 - la loi binomiale négative est le nombre d’échecs avant l’obtention de n 

succès dans une expérience où la probabilité de succès est p. Elle peut aussi 

s’interpréter comme un mélange de lois de Poisson lorsque le paramètre l suit 

une loi gamma, ce qui s’interprète comme la prise en compte d’une hétérogénéité 

non observable.

 - la loi globale de Y n’est pas en général de même nature que la loi sous-

jacente (gamma, normale, etc.) mais est un mélange de ce type de lois.

,1. Les modèles GLM

http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Poisson
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_binomiale_n%C3%A9gative
http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_Gamma
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_normale
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Utilisation d’une variable offset dans un modèle de régression

Dans le cadre d’une régression pour expliquer un nombre de sinistres N avec un 

modèle poissonnien et une fonction de lien logarithme, on a :

Si on veut tenir compte de l’exposition au risque d, on sait que l’espérance l de la 

loi de Poisson devient l d. La régression se réécrit alors :

Tout se passe donc comme si l’on ajoutait une variable explicative pour laquelle le 

coefficient  est connu (ici égal à 1) et ne doit donc pas être estimé.

La variable                    s’appelle une variable offset.

,

( )
1

'
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p
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k
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  = =  
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1. Les modèles GLM
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Utilisation d’une variable offset dans un modèle de régression

Cette idée peut être exploitée pour intégrer des variables de tarification avec des 

coefficients contraints (i.e. estimés par ailleurs). Si par exemple on veut intégrer 

dans le modèle les contraintes suivantes :

 - zonier à : 1 = -5 %, 2 = 0 % et 3 = +5 % ;

 - effectif à : 0 = -5 % et >0 = 0 %.

On définit alors la variable t par :

L’introduction de t en variable offset permet d’estimer les coefficients des autres 

variables en tenant compte de ces contraintes tarifaires.

,
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1. Les modèles GLM
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Utilisation d’une variable offset dans un modèle de régression

Cette approche est notamment utilisée lorsque l’on procède à un lissage des 

coefficients d’une variable issue de la régression : la prise en compte de l’impact 

du lissage sur les autres coefficients conduit à refaire une régression en utilisant 

la variable lissée comme variable offset.

Elle permet également de justifier la démarche de construction d’un zonier en 

effectuant une première régression à l’aide des variables tarifaire hors zone 

géographique puis d’ajouter cette information ex-post pour augmenter la part de 

variance expliquée.

La construction du zonier est une problématique à part entière qui peut mobiliser 

des outils mathématiques élaborés (cf. BOSKOV et VERRALL [1994] dont le modèle 

est utilisé dans MATHIS [2009]).

,1. Les modèles GLM
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Estimation d’un modèle GLM

La log-vraisemblance (pondérée) d’une observation est de la forme :

L’estimation par maximum de vraisemblance conduit à résoudre les équations 

normales

dont on peut montrer après quelques calculs qu’elles peuvent se mettre sous la 

forme : 

avec 

,
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1. Les modèles GLM
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Validation d’un modèle GLM – Déviance

Pour mesurer la qualité de l’ajustement d’un modèle GLM on utilise souvent la 

déviance, égale par définition à :

D est positif et « petit » pour un modèle de bonne qualité. Cette statistique suit 

asymptotiquement, du fait de résultats généraux sur les rapports de 

vraisemblance, une loi du Khi-2 à n – p - 1 degrés de liberté (son espérance est 

donc n – p – 1).

Cet indicateur global est en pratique complété par une analyse observation par 

observation ; cette analyse se base souvent sur l’analyse des résidus.

,

( ) ( )( )2 ˆln lnD L Y Y L Y=  −

1. Les modèles GLM
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Validation d’un modèle GLM – Résidus

Les graphiques ci-dessous mettent par exemple en évidence que le modèle 

gamma (à gauche) est mieux adapté que le modèle LN (à droite) :

,1. Les modèles GLM
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Validation d’un modèle GLM – Résidus

Les résidus peuvent être calculés de différentes manières. Les deux principales 

sont les résidus de Pearson et les résidus de déviance :

 - Résidus de Pearson

 - Résidus de déviance

On peut noter que la somme des carrés des résidus est dans les deux cas, 

asymptotiquement, un Khi-2 à n – p – 1 degrés de liberté.

,

( )
P i i

i i

i

y
r

V






−
=

( )P

i i i i
r y d = −

1. Les modèles GLM
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Choix d’un modèle GLM – Critères AIC et BIC

La comparaison de 2 modèles nécessite de tenir compte de la complexité de 

chaque modèle. Les critères AIC et BIC pénalisent la log-vraisemblance du 

modèle avec le nombre de paramètres :

L'AIC est asymptotiquement optimal lorsque l'on souhaite sélectionner le modèle 

avec l'erreur quadratique moyenne, si l'on fait l'hypothèse que le modèle générant 

les données n'est pas parmi les candidats, ce qui est en fait presque toujours le 

cas en pratique (cf. YANG [2005]). Ce n'est pas le cas du BIC. Yang montre 

également que la vitesse de convergence de l'AIC vers l'optimum est, dans un 

certain sens, la meilleure possible.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Crit%C3%A8re_d'information_d'Akaike

,1. Les modèles GLM

( )( )2 ˆlnAIC p L Y=  − ( ) ( )2 ˆln lnBIC L Y p n= −  + 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Crit%C3%A8re_d'information_d'Akaike
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Choix d’un modèle GLM – Critères AIC et BIC

À partir de ces critères, on peut imaginer des processus de sélection des 

variables à prendre en compte dans le modèle :

 - on part du modèle avec seulement la constante et on ajoute la variable 

qui conduit à la plus forte baisse de l’AIC ou du BIC à chaque étape ; on s’arrête 

lorsque l’indicateur ne baisse plus (sélection ascendante) ;

 - on part du modèle avec toutes les variables et on effectue des 

suppressions pas à pas (sélection descendante) ;

 - un mélange des deux techniques ci-dessus (sélection ascendante avec 

possibilité de suppression d’une variable déjà sélectionnée).

,1. Les modèles GLM
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Choix d’un modèle GLM – Critères AIC et BIC

,1. Les modèles GLM
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Choix d’un modèle GLM – Critères AIC et BIC

L’approche pas–à–pas ne permet pas de trouver le meilleur modèle parmi les 2p 

modèles possibles. 

Dans certains cas (régression linéaire ou régression logistique par exemple), il est 

possible d’utiliser une approche « force brute » en l‘optimisant (cf. FURNIVAL et 

WILSON [1974]), mais pour un modèle GLM général, il n’est pas possible 

d’examiner toutes les possibilités.

On est donc conduit à examiner d’autres techniques, par exemple en utilisant des 

arbres CART sur les variables pour expliquer l’indicateur de performance (erreur 

d’estimation ou AUC).

On s’intéresse dans la suite à des approches différentes utilisables en grande 

dimension.

,1. Les modèles GLM
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Cas particulier d’un modèle logistique – Courbe ROC

Dans le cas particulier où la valeur estimée est une probabilité (typiquement dans 

un modèle logistique), la courbe ROC est un outil supplémentaire de mesure de la 

qualité du modèle :

http://eric.univ-lyon2.fr/~ricco/cours/slides/roc_curve.pdf

,1. Les modèles GLM

http://eric.univ-lyon2.fr/~ricco/cours/slides/roc_curve.pdf
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Cas particulier d’un modèle logistique – Courbe ROC

Dans le contexte de l’affectation à une classe dans un modèle binaire, il est 

naturel de s’intéresser au taux de « vrais positifs » (TVP, prédiction « + » pour une 

observation « + ») et au taux de « faux positifs » (TFP, prédiction « + » pour une 

observation « - »).

En se basant sur la règle de classement qui affecte « + » lorsque                      et 

en faisant varier le seuil a, , on recalcule les indicateurs ci-dessus et on peut 

représenter les points

On obtient une courbe telle que l’aire sous la courbe (AUC) indique la probabilité 

pour que la fonction score place un positif devant un négatif. Dans le meilleur des 

cas, AUC=1. L’AUC est directement lié à la statistique de Mann-Whitney

,1. Les modèles GLM

( )P Y x a= + 

( ) ( )( ),TFP TVPa a

( )1
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i
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+ −
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Limites de l’approche classique

Les modèles GLM classiques nécessitent de disposer d’un échantillon de taille n 

relativement importante et, surtout, que le nombre p de variables de variables 

explicatives ne soit pas « trop » grand. Il est par exemple évident que si p>n, il 

n’est plus possible de calculer l’estimateur MCO d’une régression linéaire.

De nombreuses techniques ont été développées pour faire face à ce problème. 

Dans la suite de cette présentation, on s’intéresse plus particulièrement à deux 

approches :

 - l’agrégation de modèles ;

 - la pénalisation de la régression.

Le principe de la régression PLS est également décrit.

Les exemples présentés ci-après sont adaptés de TUFFERY [2015].

1. Les modèles GLM
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De la statistique vers l’apprentissage

Comme nous le verrons :

 - si, dans une démarche statistique « classique »,  on construit un 

estimateur sur un jeu de données unique et une théorie asymptotique permet de 

juger de sa qualité et de construire des intervalles de confiance,

 - les évolutions des modèles proposées s’inscrivent dans la logique de la 

théorie de l’apprentissage : les données sont en général coupées en deux, avec 

des échantillons d’apprentissage et de validation et la qualité n’est plus jugée via 

des critères asymptotiques, mais à l’aune de l’adéquation à l’échantillon de 

validation.

On va chercher non plus un modèle, mais des modèles pour construire une 

synthèse plutôt qu’un modèle unique et l’adéquation n’est plus envisagée de la 

même manière.

1. Les modèles GLM
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De la statistique vers l’apprentissage : l’erreur d’estimation

Dans un modèle paramétrique estimé par maximum de vraisemblance, on 

dispose de résultats de convergence qui fournissent une information sur la loi de 

l’écart entre l’estimateur et la vraie valeur 

et on dispose d’un estimateur de la variance asymptotique

On dispose donc d’une mesure de l’erreur d’estimation. L’analyse des résidus 

complète cette analyse avec une indication sur la qualité de l’ajustement.

1. Les modèles GLM
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De la statistique vers l’apprentissage : l’erreur de prédiction

Dès que l’on sort d’un cadre de type « maximum de vraisemblance », mesurer la 

qualité de l’adéquation du modèle nécessite, pour éviter le sur-apprentissage, de 

distinguer un échantillon d’ajustement et un échantillon de validation. La qualité 

de l’ajustement est alors mesurée sur l’échantillon de validation avec un critère 

quadratique :

Ce critère est « naturel » dans le cadre de l’estimation d’une espérance 

conditionnelle.

D’autres critères peuvent parfois être utilisés en fonction du contexte (l’AUC par 

exemple pour une régression logistique).

1. Les modèles GLM
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De la statistique vers l’apprentissage : l’erreur de prédiction

Par ailleurs, dans le cadre d’un modèle non paramétrique, la vitesse de 

convergence de l’estimateur n’est plus en « racine de n » ; on peut montrer que la 

vitesse de convergence optimale d’un estimateur non paramétrique d’une fonction 

k fois dérivables en dimension p est de l’ordre de 

En particulier, lorsque d est grand, la vitesse de convergence est fortement 

pénalisée.

1. Les modèles GLM
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De la statistique vers l’apprentissage : la validation croisée (k-fold)

Le découpage de l’échantillon en apprentissage et validation induit une perte d’un 

certain volume de données pour calculer les estimateurs.

On peut alors couper l’échantillon aléatoirement en k sous-échantillons de taille 

égale, puis :

 - prendre l’un de ces échantillons pour échantillon de validation, le reste 

pour l’apprentissage ;

 - refaire tourner la méthode en changeant les rôles, k fois pour que 

chaque sous-échantillon ait été utilisé une fois en validation ;

 - Moyenner les k estimateurs pour obtenir l’estimateur final ;

 - Moyenner les erreurs sur les échantillons de validation.

1. Les modèles GLM



Rappels sur les modèles linéaires généralisés
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Le principe de la pénalisation d’une régression est de contraindre les coefficients 

à ce pas être « trop grands », qui se traduit par l’introduction d’une contrainte de 

la forme

ou, de manière équivalente, à pénaliser la log-vraisemblance du modèle :

Lorsque le modèle intègre une constante, elle est exclue de la contrainte. Les 

choix les plus classiques pour d sont 0 (pénalisation en fonction du nombre de 

coefficients), 1 (LASSO) et 2 (Ridge).

,2. Les modèles de régression pénalisés
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La forme de la région autorisée dépend de la valeur du paramètre d :

Source : https://fr.wikipedia.org/wiki/Norme_(math%C3%A9matiques)#/media/File:Vector-p-Norms_qtl1.svg

,2. Les modèles de régression pénalisés

https://fr.wikipedia.org/wiki/Norme_(math%C3%A9matiques)#/media/File:Vector-p-Norms_qtl1.svg
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La régression RIDGE 

Dans le cas d’une régression linéaire, la colinéarité induit un problème de 

conditionnement de la matrice XTX  qui devient difficile à inverser.

L’ajout de la pénalisation résout cette difficulté puisqu’alors on a la solution 

explicite :

ce qui revient à ajouter l à toutes les valeurs propres de XTX. Cette logique se 

transpose dans le cas d’une régression non linéaire (GLM), au prix d’une 

résolution numérique du programme d’optimisation.

La pénalisation est un paramètre supplémentaire du modèle qui peut être choisi 

en effectuant les calculs avec différentes valeurs.

,2. Les modèles de régression pénalisés
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La régression RIDGE 

,2. Les modèles de régression pénalisés

On utilise la validation croisée pour 

déterminer le niveau de l’AUC en 

fonction de l.
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La régression RIDGE 

On ne peut pas utiliser l’échantillon d’apprentissage pour estimer directement l, 

car cela conduit à un sur-apprentissage

,2. Les modèles de régression pénalisés

Ici par exemple, cela conduirait à un AUC 

de presque 0,85 obtenu avec la pénalisation 

la plus faible, donc avec un modèle 

logistique simple.

Il faut donc utiliser l’échantillon de test pour 

trouver le paramètre optimal.
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La régression RIDGE 

,2. Les modèles de régression pénalisés

On obtient un AUC maximal de l’ordre de 

0,7806 pour une pénalisation de 22,5.

L’AUC est élevé sur une plage assez large 

de valeurs et on note que l’on obtient un 

AUC de 0,7805 avec une pénalisation plus 

faible de l’ordre de 1,5.
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La régression RIDGE 

À l’issue de ces étapes, on obtient les coefficients ajustés

,2. Les modèles de régression pénalisés
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Le « fléau de la dimension »

On observe que, si beaucoup de variables explicatives sont significatives, alors on 

ne parviendra pas à bien estimer les coefficients associés, car leur nombre est 

proche de n.

On est alors conduit à formuler une hypothèse de « parcimonie », en supposant 

que le nombre de coefficients non nuls est égal à k, avec k << n. Si on connaissait 

quels sont les coefficients non nuls, on reviendrait à un modèle en petite 

dimension.

L’approche par pénalisation LASSO fournit un moyen d’identifier les coefficients 

non nuls.

2. Les modèles de régression pénalisés
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La régression LASSO  (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)

L’idée de la pénalisation LASSO est de contraindre les coefficients « petits » à 

être nuls pour rendre les autres coefficients plus significatifs

,2. Les modèles de régression pénalisés
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La régression LASSO 

La démarche est globalement la même que pour la pénalisation Ridge, en utilisant 

le package glmnet.

,2. Les modèles de régression pénalisés
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La régression LASSO 

La manière de contraindre les coefficients est toutefois très différente :

,2. Les modèles de régression pénalisés



52Tarification, méthodes avancées

La régression LASSO 

Lorsque l’hypothèse de parcimonie est satisfaite, il se peut toutefois que la 

méthode LASSO ne permette pas d’identifier les coefficients nuls correctement.

Une variante introduisant des poids sur les coefficients dans la pénalisation, la 

méthode LASSO adaptative, permet de résoudre cette difficulté.

On peut montrer (cf. DENOYER et GUILLOT [2013] pour le cas linéaire) qu’avec un 

choix judicieux des poids et du coefficient de pénalisation, l’algorithme converge.

On peut par exemple prendre

,2. Les modèles de régression pénalisés
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Synthèse : l’elastic net

L’idée est d’utiliser une pondération avec une partie Ridge et une partie LASSO, 

soit :

,2. Les modèles de régression pénalisés
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Rappels sur les modèles linéaires généralisés
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L’agrégation de modèles est une technique d’estimation non paramétrique 

consistant à construire un estimateur comme moyenne pondérée d’estimateurs 

issus de différents modèles :

L’idée est de réduire l’erreur de prévision sur un échantillon de validation :

Ce critère est cohérent avec le fait que l’on estime une espérance conditionnelle, 

qui minimise l’écart quadratique avec le sous-espace engendré par les variables 

explicatives. La mesure d’erreur doit être adaptée avec la quantité estimée : par 

exemple pour la médiane, on retiendrait la norme L1 et pour un modèle logistique, 

comme on l’a fait auparavant, l’AUC.

,3. Agrégation de modèles
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Le critère d’agrégation s’adapte lorsqu’il s’agit de prédire une variable qualitative ; 

par exemple s’il s’agit d’une variable binaire et que

on peut soit calculer l’estimateur agrégé de m comme précédemment puis prédire 

Y, soit prédire Y pour chaque modèle b et en déduire la prédiction agrégée par un 

vote à la majorité. Cela se généralise à une variable catégorielle ; si              est 

l’estimateur de                 dans le modèle b, il est naturel de poser

pour prédire la classe et d’en déduire la classe estimée par le modèle agrégé par 

un vote majoritaire.

,3. Agrégation de modèles
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Le calcul de la variance de l’estimateur agrégé n’est simple que lorsque les 

échantillons utilisés sont indépendants :

Mais il n’est pas en pratique possible d’avoir B échantillons indépendants (sauf à 

avoir un très grand volume de données).

La variance de la moyenne de B variables i.i.d., chacune de variance s2, est s2 / 

B. Si les variables sont identiquement distribuées mais avec une corrélation r des 

variables prises deux à deux, la variance de la moyenne devient :

La présence de corrélation entre les échantillons empêche donc la variance de 

tendre vers 0 et il est nécessaire de contourner cette difficulté.

,3. Agrégation de modèles
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Pour réduire la variance, le principe est de construire B échantillons bootstrap à 

partir de l’échantillon d’origine, d’ajuster un modèle sur chacun et d’agréger 

ensuite les résultats.

Le principe de la méthode bootstrap consiste à remarquer que pour un échantillon 

de taille suffisante, la fonction de répartition de la loi sous-jacente peut être 

approchée par la fonction de répartition empirique :

Évaluer des statistiques par simulation se ramène alors à générer des 

échantillons à l’aide de la distribution empirique. Hors, un tirage dans la 

distribution empirique s’obtient simplement par un tirage avec remise des n 

valeurs dans l’échantillon initial.

On obtient ainsi au plus nn échantillons boostrapés à partir desquels on peut 

calculer les estimateurs empiriques des statistiques d’intérêt.

,3. Agrégation de modèles
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La théorie asymptotique fournie des informations sur la loi de la statistique         : 

le théorème central limite permet en effet de prouver que la loi asymptotique est 

normale et d’en déduire, par exemple, des intervalles de confiance de la forme

avec                          .  La méthode Bootstrap permet notamment d’estimer cette 

variance et conduit typiquement à

Le bootstrap est souvent biaisé et il existe des adaptations pour diminuer le biais 

(par exemple la méthode BCa).

,3. Agrégation de modèles
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Pour chaque échantillon bootstrap, il faut construire le modèle GLM « optimal » ce 

qui, on l’a vu, peut être envisagé de plusieurs manières.

En particulier, il faut décider si à chaque simulation on conserve l’ensemble des 

variables possibles (bagging) ou si on ne sélectionne qu’un sous-ensemble de 

ces variables (forêts aléatoires).

La seconde option permet en pratique de baisser la variance de l’estimateur 

agrégé et doit être préférée. La randomisation est donc effectuée à deux niveaux :

 - sélection bootstrap de l’échantillon ;

 - sélection aléatoire de d variables parmi p pour chaque échantillon.

Le paramètre d est un paramètre de la méthode.

Une fois fixé l’échantillon et d, il reste à déterminer le modèle optimal : une 

sélection pas-à-pas constitue un choix raisonnable simple à mettre en œuvre.

NB : le boosting (agrégation adaptative), n’est pas abordé ici.

,3. Agrégation de modèles
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On illustre cette technique avec 300 modèles agrégés en prenant 4 variables à 

chaque étape :

,3. Agrégation de modèles

On peut lisser ces résultats en les 

exécutant 30 fois :
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L’agrégation de modèle est très exigeante d’un point de vue numérique et les 

traitements doivent être en pratique parallélisés.

Le package « foreach » permet d’exécuter des traitements parallélisés

à condition d’avoir préalablement déclaré le nombre de cœurs, sur lesquels 

répartir les traitements, ce qui est possible avec les packages « parallel » (inclus 

dans le noyau de R) et « doSNOW »:

,3. Agrégation de modèles



Rappels sur les modèles linéaires généralisés
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La régression PLS (Partial Least Squares Regression, cf. TENENHAUS [1998])

La régression des moindres carrés partiels a été inventée en 1983 par Svante et 

Herman Wold. Dans le cadre linéaire, la régression PLS maximise la variance des 

prédicteurs X et maximise la corrélation entre X et la variable à expliquer Y.

Cet algorithme emprunte sa démarche à la fois à l'analyse en composantes 

principales (ACP) et à la régression. Plus précisément, la régression PLS cherche 

des composantes, appelées variables latentes, liées à X et à Y, servant à 

exprimer la régression de Y sur ces variables et finalement de Y sur X.

Le package R « plsRglm » permet une mise en œuvre aisée de cette technique 

dans le cadre de modèles GLM.

,4. Points divers
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La régression PLS (Partial Least Squares Regression, cf. TENENHAUS [1998])

De manière plus précise, Pour régresser une variable Y (centrée) sur p variables 

explicatives                   centrées, la méthode PLS propose de trouver de 

nouveaux facteurs qui joueront le même rôle que les variables explicatives 

initiales. Ces nouveaux facteurs sont appelés variables latentes ou composantes. 

Chaque composante est une combinaison linéaire des variables initiales, donc 

s’écrit

et au global cela conduit à réécrire la matrice X                 avec des poids P à 

déterminer.

Les composantes t s’obtiennent par récurrence en utilisant un algorithme ; on peut 

montrer que le vecteur , de taille p, s’écrit :

,4. Points divers
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La régression PLS (Partial Least Squares Regression, cf. TENENHAUS [1998])

Ce coefficient est la pente de la droite des moindres carrés, passant par l'origine,

du nuage de points                    .

La composante de régression associée, qui est un vecteur de taille n s’écrit elle :

qui est la la pente de la droite des moindres carrés, passant par l'origine, du 

nuage de points                     .

https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9gression_des_moindres_carr%C3%A9s_partiels

,4. Points divers
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La régression PLS (Partial Least Squares Regression, cf. TENENHAUS [1998])

Avec les données utilisées jusqu’à présent, on obtient ainsi des résultats dont la 

forme est identique à un GLM classique :

,4. Points divers

L’AUC de 0,779 est proche du niveau 

obtenu avec une régression Ridge.
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La régression PLS (Partial Least Squares Regression, cf. TENENHAUS [1998])

On obtient des intervalles de confiance des coefficients avec la méthode 

bootstrap

,4. Points divers
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Les modèles « à inflation de zéros » (cf. VASECHKO et al. [2009])

Le nombre de sinistres observé est décomposé en produit de deux variables :

B est une indicatrice égale à 1 si le sinistre est déclaré et 0 sinon (elle n’est donc 

pas observable). Y* est supposé suivre une loi de Poisson (modèle ZIP) ou 

binomiale négative (ZINB). On a donc typiquement des équations du type :

pour la partie « inflation de zéro » et un modèle GLM usuel pour la variable Y*. 

(qui n’est pas observable complètement).

,

*Y B Y= 

( ) ( )0 1P Y X q q e l−= = + −
( )

( )1 '

exp '

exp
i

X
q

X




=

+
( ) ( )1

!

y

P Y y X q e
y

l l−= = −

4. Points divers
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Les modèles « à inflation de zéros » (cf. VASECHKO et al. [2009])

Pour tester si la version avec inflation de zéro du modèle est préférable, on peut 

utiliser le test de Vuong, qui repose sur la statistique suivante :

avec                            et

Cette statistique tend sous l’hypothèse nulle vers une loi normale centrée réduite. 

NB : l’hypothèse nulle est simplement :
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4. Points divers

http://en.wikipedia.org/wiki/Vuong's_closeness_test
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La lecture et l’interprétation des résultats présentent l’avantage d’être aisés et 

directs.

,

Ici un exemple avec la 

fonction de lien log et une 

réponse gamma :

4. Points divers
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Ajustement d’un modèle de régression ZIP

Les résultats pour la 

composante de comptage sont 

les suivants :

Les résultats pour la 

composante d’inflation de 

zéros sont les suivants :

4. Points divers
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Ajustement d’un modèle de régression ZINB

Les résultats pour la 

composante de comptage sont 

les suivants :

Les résultats pour la 

composante d’inflation de 

zéros sont les suivants :

4. Points divers



74Tarification, méthodes avancées

Quel modèle retenir ?

➢ Le modèle à inflation de 

zéros domine largement 

les modèles de Poisson 

et Binomial Négatif

➢ Le modèle Binomial 

Négatif domine le modèle 

de Poisson.

➢ Le test ne permet pas de 

décider si le modèle ZIP 

domine le modèle ZINB.

4. Points divers
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Comparaison des modèles

Les prédictions de fréquences 

effectuées avec ces modèles 

sont en pratique parfois très 

proches.

A titre d’illustration on présente 

les valeurs modélisées en 

fonction de la variable « classe 

d’âge » avec les modalités des 

autres variables fixées.

Les valeurs prédites sont assez 

éloignées des valeurs brutes…

4. Points divers
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Comparaison des modèles

L’analyse plus systématique de la pertinence d’un modèle passe également par 

l’analyse des résidus, ici de Pearson, qui met en évidence la supériorité du ZINB :

4. Points divers
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Utilisation et limites

L’approche GLM impose de faire une hypothèse sur la forme de la loi 

conditionnelle de la variable expliquée Y en fonction des explicatives. Cette 

hypothèse peut s’avérer fausse et on prend donc un risque de modèle.

On peut alors chercher à modéliser directement la forme de l’espérance 

conditionnelle, mais sans faire d’hypothèse sur la loi complète de la variable 

expliquée (régression non paramétrique, modèles GAM, réseaux de neurones, 

etc.).

Une telle démarche est de nature à faire diminuer le risque de modèle, les 

hypothèses sur lesquelles reposent l’évaluation de la prime pure étant moins 

restrictives.

Elle a été mise en œuvre par exemple dans DUPIN et al. [2003].

,4. Points divers
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Perspectives d’évolution méthodologiques

L’intérêt pour les données massives conduit les actuaires à s’intéresser à d’autres 

approches issues de la théorie statistique de l’apprentissage.

PAGLIA et PHELIPPE-GUINVARC’H [2011] proposent ainsi, dans la situation classique 

de la tarification d’un contrat d’assurance automobile, une comparaison entre les 

approches classiques par GLM et une méthode fondée sur la théorie de 

l’apprentissage.

La classification automatique (clustering) est un outil très utilisé en fouille de 

données (data mining) permet d'extraire d'un grand jeu de données des classes 

où les individus ont des caractéristiques similaires.

4. Points divers
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Perspectives d’évolution méthodologiques

Théorie de l’apprentissage

La statistique classique nécessite de formuler des hypothèses sur la distribution 

des données. La théorie de l'apprentissage statistique ne formule qu'une seule 

hypothèse : les données à prédire Y sont générées de façons identiques et 

indépendantes par un processus P à partir du vecteur des variables explicatives 

X.

On cherche alors à construire un algorithme qui va apprendre à prédire la valeur 

de Y en fonction des valeurs explicatives X (i.e. E[Y|X]). Le résultat de cet 

apprentissage est une fonction f(X,c). Elle fait intervenir les variables X et un 

paramètre de complexité c. Ce paramètre désigne par exemple le nombre de 

neurones dans un réseau de neurones (cf. AOUIZERATE [2012]) ou le nombre de 

nœuds dans un arbre de décision.

On doit disposer d’une base d’apprentissage et d’une base de validation.

4. Points divers
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Perspectives d’évolution méthodologiques

Théorie de l’apprentissage

Le tarif obtenu par une méthode de type CART (Classification And Regression 

Tree) présente une structure arborescente. Voici un exemple de modélisation de 

la fréquence des sinistres à partir de données « automobile » :

4. Points divers
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La méthode CART (BREIMAN et al. [1984])

La méthode consiste à construire un arbre binaire. A chaque nœud, l’algorithme 

recherche la séparation qui maximise le gain de variance, de sorte que la somme 

des variances intra groupe des nœuds fils soit plus faible que la variance du 

nœud père.

A l’intérieur de chaque nœud, la grandeur modélisée (fréquence ou coût moyen) 

est estimée par son espérance empirique.

L’intérêt de cette méthode est d’ordonner les variables des plus influentes en haut 

de l’arbre aux moins influentes en bas. L’utilisateur contrôle la complexité de 

l’arbre via le nombre de nœuds maximum et l’effectif minimum dans chaque 

nœud.

On peut résumer la démarche avec l’algorithme ci-après :

4. Points divers
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La méthode CART (BREIMAN et al. [1984])

1- Pour une une covariable donnée : soit elle est numérique, ordonnée et les 

partitionnements possibles de l’espace associé à cette covariable se situent entre 

2 de ses valeurs successives observées, et ce pour toutes les valeurs ; soit elle 

est catégorielle et les partitionnements possibles de j associé à cette covariable 

sont toutes les combinaisons de modalités ;

2- On teste tous ces partitionnements en calculant un critère d’homogénéité par 

rapport à la quantité d’intérêt (réponse) ;

3- On choisit le partitionnement qui conduit à la plus grande homogénéité dans les 

sous-espaces créés ;

4 On répète les étapes (1)-(3) pour chacune des covariables : on obtiens une liste 

de p homogénéités max. ;

5 On choisit la covariable et son partitionnement qui maximisent l’homogénéité 

globalement.

4. Points divers
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La méthode CART (BREIMAN et al. [1984])

On obtient des résultats dont l’allure est la suivante (pour la fréquence) :

4. Points divers
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La méthode CART (BREIMAN et al. [1984])

Pour intégrer des ajustements ex-post dans le tarif (équivalents aux lissages des 

coefficients dans un modèle GLM), on peut directement modifier le tarif associé à 

un nœud et répartir la perte ou le gain sur les autres nœuds par exemple au 

prorata de l’exposition. Mais la règle de redressement est moins claire que dans 

le cadre d’un modèle GLM.

L’arbre optimal sur l’échantillon d’apprentissage n’est pas forcément le meilleur 

pour la prédiction. Il est donc en pratique nécessaire d’effectuer des ajustements 

pour éviter le sur-apprentissage.

La méthode du bagging (bootstrap aggregation) qui consiste à construire des 

arbres par bootstrap puis à utiliser la moyenne des prédicteurs de chaque arbre 

comme prédiction en est une illustration. Cela permet de diminuer la variance de 

la prédiction mais on perd la principale qualité d’un arbre de décision : la lisibilité 

du tarif. La méthodes des forêts aléatoires en constitue une variante plus souple.

4. Points divers
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Les modèles GAM

L’idée des modèles additifs est de relâcher l’hypothèse de linéarité du prédicteur 

que l’on impose dans un GLM :

en supposant la forme plus générale

L’estimation des fonctions associées aux variables explicatives est effectuée par 

des méthodes semi-paramétriques de lissage (splines pénalisés par exemple).
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4. Points divers
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Les modèles GAM

Les modèles GAM peuvent être utilisés en amont d’un modèle GLM pour définir le 

découpage en classes d’une variable continue dont l’effet est non linéaire.

Le graphique suivant, repris 

de  POUNA-SIEWE [2010], 

illustre ce type d’utilisation en 

indiquant les classes 

construites à l’aide des 

intervalles de confiance de la 

courbe marginale estimée.

NB : avec un modèle CART 

cette étape est inutile.

4. Points divers
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Un tarif est un objet complexe dont la construction mobilise différents modèles en 

fonction des composants à décrire :

 - discrétisation de variables continues (GAM) ;

 - zonier (modèles bayésiens) ;

 - structure tarifaire de base (GLM) avec, pour la fréquence, une attention 

particulière portée à la sur-dispersion et à la sous-déclaration des petits sinistres.

Il n’existe a priori pas de modèle unique qui permette de rendre compte de tous 

ces effets de manière globale, y compris dans le cadre « standard » discuté ici 

d’un tarif construit avec un nombre relativement restreint de variables explicatives.

Conclusion
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La possibilité de prendre en compte dans certains contextes (santé, automobile, 

MRH) des données beaucoup plus fines conduit à reconsidérer le cadre même de 

tarification.

On se trouve en effet confronté à des situations dans lesquelles le nombre de 

variables tarifaires devient très grand, ce qui dégrade la qualité des estimateurs 

de la fréquence et du coût moyen.

Les techniques de pénalisation et d’agrégation permettent de répondre à cette 

problématique de manière efficace, au prix d’une utilisation intensive des 

ressources informatiques de l’ordinateur.

Conclusion
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