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Dans cette présentation, on s’intéresse a la construction de tables de mortalité prospectives
pour un organisme assureur.

Les travaux présentés sont issus des réflexions du groupe de travail « mortalité » de I'Institut
des Actuaires (http://www.ressources-actuarielles.net/gtmortalite).

La réglementation actuelle impose aux assureurs d’utiliser des tables de mortalité
« prudentes » (Art. A335-1 C. Ass.) ce qui conduit a construire des tables majorant les taux
de déces pour les risques en cas de vie et majorant les espérances de survie pour les
risques en cas de vie (y compris les rentes).

La nouvelle réglementation prudentielle (Solvabilité 2), se propose d’expliciter la marge de
prudence a intégrer aux provisions techniques et impose donc en conséquence d’effectuer
une évaluation sans biais de la mortalite.

Cette modification a des impacts importants sur la maniere dont est appréhendee la
construction de tables de mortalité pour le calcul des provisions.
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Un organisme d’assurance ne peut plus, dans ce nouveau cadre, utiliser dans ajustement
des tables issues de la réglementation et doit mesurer directement son risque de mortalité /
longévite.

On propose ici un cadre méthodologique pour répondre a cette exigence, en examinant :

- le positionnement en niveau ;
- la prise en compte des dérives de mortalite.

La question de la fermeture de la table n’est pas abordée ici (voir par exemple Denuit et
Quashie (2005) pour une revue sur ce sujet).

Le cadre proposé permet de prendre en compte le risque d’estimation.

Enfin, on décrit une application dont la mise en ceuvre pratique s’avére aujourd’hui plus
contrainte et nécessite des simplifications importantes. Ce point sera évoque.
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Préambule

Les données exploitées pour le cadre général sont issus de portefeuilles d’assurance

Period of ohservation
Portfolios | Mean Age In | Mean Age Out | Mean Expo | Mean Age at death | Beginming End

P1 38.36 43.42 5.06 53.47 01/m /1096 | 31/12 /2007

P2 44 28 45.76 1.48 51.68 01,01 /2005 | 31/12 S2007

Pa 43.18 45.44 2.26 T6.98 01 ,fl]'?,a’ 2004 | 30/06 J2007

P4 51.43 61.74 10.31 77.92 01/m /1996 | 31/12 /2007

Pa 42 48 44.60 212 54.42 01/m /2003 | 31/12 J2007

P6 47.432 51.15 3.73 71.84 01/m /1096 | 31/12 /2007

PT 58.77 56.78 1.01 72.44 01/m J2006 | 31/12 J2007

P8 53.65 55.06 1.41 62,28 01/m /2005 | 31/12 /2007
Le comportement en -

Ve N 3 E‘ 000 3‘

termes de déces est . F
resume par les données

brutes suivantes :

(c) log px(t)
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Notations et cadre de travail

On fait I'nypothése de constance des fonctions de hasard par morceau, i.e. :

0. (t+V) =9, (1), 0<u,v<1

ce qui assure que les temps de sé€jour sont localement des variables exponentielles et que
les probabilité conditionnelles de sortie sont liées a la fonction de hasard par la relation
simple :

#,(t)==In(1-q,(1))

Dans ce cas, chercher un estimateur du maximum de vraisemblance pour ¢ est equivalent
a supposer que le nombre de sorties observées suit une loi de Poisson :

D, ~ Poisson (E, , x ¢, (t))

ou on a noté E I'exposition au risque.
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Positionnement en niveau

Le modele de base retenu consiste a écrire

D ~ Poisson(EX xexp(w(X)))

avec i une fonction lisse non spécifiée. Le role des modeles linéaires généralisés est celui
d'un modele en arriere plan qui est ajusté localement. On utilise la méthode de
vraisemblance locale pour estimer la fonction lisse . Les méthodes de vraisemblance locale
pour I'ajustement des tables de mortalité ont été appliquées par Delwarde et al. (2004),
Debon et al. (2006) et plus récemment par Gschléssl et al. (2011).

Une description exhaustive de la technique est proposée dans Tomas (2013, Ch.3). Ces
techniques peuvent également étre utilisées dans un cadre multidimensionnel (cf. Tomas et
Planchet (2013a).
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Positionnement en niveau : remargue

Dans un contexte d’assurance, il est indispensable d’introduire I'exposition au risque dans la
fonction de perte compte tenu de la taille restreinte des groupes consideres.

Cette contrainte n’est pas respectée par tous les modeles « standards » (la version originale
de Lee et Carter (1992) par exemple n’utilise pas I'exposition mais fait en contrepartie
I'hypothése que les fluctuations d’échantillonnage sont négligeables.

La variante proposée par Brouhns et al. (2002) leve cette restriction du modele d’origine,
mais en contrepartie elle rend indissociables I'ajustement en niveau et la détermination de la
tendance.
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Positionnement en niveau

Le modele retenu (présenté ici sans les indices temporels pour simplifier les expressions)

consiste a partir de
D, ~ Poiss.on(EX XeXP(V/(X)))

et a faire 'hypothése que  est une fonction « réguliére » de x, ce qui conduit a écrire qu’au
voisinage d’un point

Vi =w(x)=w(x)+v (x)(x —xi)+...+Vj(p)(lxi)(xj -x) =x"p

W(p)(Xi)]
p!

En se placant dans le cadre des modeles GLM on peut calculer la log-vraisemblance
associée a une observation I(yj,xT,B) et en deduire la log-vraisemblance globale :

L(B|A. %)= JZ;I (v;. X" B)w;(4)

avec x=(1,xj—xi,...,(xj—xi)p)T et ﬂ—{w(x,),y/'(x,),...,
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Positionnement en niveau

On utilise dans I'étude le noyau d’Epanechnikov

3
w(4) =Z(1—u2)1{|u|ﬂ}

. 2
etles poids W, =w| ——|[x; - X,
A-1

Compte tenu de la structure de base du modele, D, ~ Poisson(EX xexp(w(x))) , le modele
GLM est utilisé avec I'exposition comme variable offset et la fonction de lien logarithme.

La sélection des parametres de lissage (la fenétre d'observation 2/(1-1) et le degré du
polynbme p) est un compromis entre deux objectifs : I'élimination des irrégularités et
I'ajustement aux données. Cela souligne I'importance d’une investigation poussée comme
condition d’'un jugement fiable. En pratique on va choisir les parametres de lissage pour
équilibrer le compromis entre le biais et la variance.
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Positionnement en niveau

Une stratégie consiste a évaluer un nombre d’ajustements candidats et a utiliser un critere
pour sélectionner parmi ces ajustements celui qui aura le score le plus faible. Dans cette
étude, on utilise critere d’Akaike (AIC) basé sur la déviance :

AIC =D +2xv

oy D _;(DX |n£ ?X( )]—(DX ~E o, (t))]

E.o (t

Le nombre de degrés de liberté v est déterminé par le rang de la matrice « chapeau ».

NB : en pratique les calculs sont effectués avec le package locfit.
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1. Cadre méthodologique

o

Positionnement en niveau

On peut décliner ce cadre avec différentes spécifications de la fonction y , en intégrant ou
non dans son expression une référence externe pour apporter de la structure :

Estimation method

Model Formula Ref. table | Loeal lik. | Min. dist.
Ml | Dy.~ Poisson (E.. exp(fi(z,t))) M1
M2 | D;; ~ Poisson (Er: exp(fa(log(e5(t))))) INSEE | M2.INSEE
TGOS M2.TGO5
M3 | D;; ~ Poisson (Er: ¢™(t) exp(fi(z,t))) INSEE | M3.INSEE

TGO05 | M3.TGO5
M4 | Dy, ~ Poisson (Er; exp(fi(z,t) + fa(log(eF(t))))) | INSEE | M4INSEE
TGO5 | M4.TGO5
M5 | logit @.(t) = a + f logit @& (t) + €24 INSEE M5.INSEE
TGO5 M5. TGOS

Une approche alternative (M5) est examinée et utilisée comme point de comparaison.
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Positionnement en niveau

Les tables de références utilisées sont ;

- des tables « population générale » construites par 'INSEE (tables prospectives
2060) publies en 2010 et qui actualisent une précédente version publiée en 2007 ;

- des tables propres aux assureurs (TGH/F _05) construites en 2006 a partir de
données issues de portefeuilles d’assurance et utilisées pour le provisionnement des rentes

viageres.
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Détermination de la tendance

'ajustement de la surface de mortalité réalisé a I'étape précédente est non paramétrique en
X et ent.

Il s’agit alors d’extrapoler les évolutions en fonction du temps, qui ne sont pas directement
identifiable dans la décomposition des forces de mortalité (comme c’est par exemple le cas
pour le modele de Lee-Carter).

On retient alors une approche en deux temps :
- décomposition de la surface via une ACP pour faire apparaitre des coefficients
déependants du temps affectant des vecteurs propres ne dépendant que de I'age ;

- extrapolation en fonction du temps de ces coefficients.

Le seconde étape est classique en s’appuyant sur une décomposition ARIMA de la série, elle
n’est pas détaillée ici.
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Détermination de la tendance

On cherche une décomposition de la surface de mortalité de la forme

n(3.(0) = g 2 (2 (0) A (04,00 = 200+ 3k (3) 4. (1)

t, —t +1i=

En suivant la logique de Lee et Carter (1992) et en notant Z la matrice

= (97 (x)=In(3, (1) - 2(x)/x =x, t=t,,...t )

on peut s’appuyer sur les décompositions en sous-espaces propres de ZZ’ (pour ¢) et Z’Z

(pour p).

On impose la condition d’identifiabilité (différente de celle imposée par Lee et Carter) :
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Détermination de la tendance - alternative

On peut aussi lire la décomposition ci-dessus comme une décomposition d’'une fonction de x
at fixé avec ¢ une base orthonormée de L? dont on ne conserve que les K premiers termes.
Il s’agit donc d’'une décomposition d’'une fonction de x a partir de fonctions simples. Cette
approche est décrite de maniere détaillée dans Hyndman et Ullah (2007) et Ramsay et
Silverman (2005, Ch.8).

Remarque : on a choisi ici de lisser la surface avant d’identifier les tendances, certains
auteurs ont propose des lissages intégrés a I'ACP (cf. Silverman (1996)).
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Détermination de la tendance

La difficulté est alors de déterminer de maniere optimale la base ¢ . En d’autres termes il faut
minimiser la variance des scores

Z,, = I(In(gﬁx (1) 2 (X)) 4 (x)dx

sous les contraintes f@(x)zdx=l j¢k(X)¢1(x)dx:O,k¢l

Julien (2013) a proposé une version simplifiee d’'un algorithme présenté dans Hyndman et
Ullah (2007) qui permet de construire ¢ et £ a partir d'une décomposition de

J; () =In(6, (1) - x(x)

sur une base arbitraire. La base initiale reste a spécifier dans le cadre de I'ajustement par
vraisemblance locale de I'étape précédente (elle est naturelle pour un ajustement a l'aide de
splines par exemple, cf. le package demography).
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Risque d’estimation

Le risque d’estimation est potentiellement pénalisant pour un assureur car il s’agit d’un
risque systématique qui peut conduire a une sous-estimation des engagements.

Le modele propose ici permet a priori de le prendre en compte a la fois au niveau du niveau
et de la tendance.

On présente dans la suite I'idée retenue pour la tendance, qui est décrite dans Juillard et al.
(2008).

Le principe est de considérer les résidus de I'ajustement obtenus lors de la modélisation de
la dérive temporelle et d’ajuster des lois de Pareto aux « grandes valeurs » de ces résidus.
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Une fois les tables construites se pose la question de leur validation.

'examen de la qualité de 'ajustement est effectuée sur nos 3 niveaux :

- la proximité des observations et du modele (tests du SMR, du rapport de
vraisemblance, de Wilcoxon, etc.),

- la régularité de I'ajustement avec les tests des signes et des runs,

- et la plausibilité et la cohérence des tendances d'évolution.
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2. Résultats et validation

Les ajustements obtenus dans les différentes spécifications sont comparés en utilisant

differents tests synthetisés dans le tableau ci-dessous :

Prim’ iV

M1 | M2INSEE | M2.TG05 | M3.INSEE | M3.TGO5 | MAINSEE | M4.TG05 | M5.INSEE | M5.TG05
Fitted DF 7.56 102 3.04 188 4.88 1 4 NA NA
Deviance 1302.53 | 1302.83 | 132804 | 120658 | 1351.66 | 1313.03 1366.80 1355.02 | 1417.08
Standardised > 2 86 84 02 %6 03 87 04 86 100
residuals >3 24 22 24 23 24 23 2 2% 31
Signs +(=) | 327(405) | 310(413) | 336(396) | 345(387) | 343(380) | 334(308) | 337(305) | 333(300) | 368(364)
test pvalue | 0.0043 | 0.0005 0.0201 0.1296 0.0962 0.0108 0.0350 0.0162 0.9117
Runs Nbof runs | 346 326 392 328 302 332 306 334 319
test Value —1.55 —3.00 —3.46 —3.17 —5.02 —2.77 —4.82 —2.61 ~3.01
pvalue | 0.118%8 | 00026 | 528 —4 | 00014 | 525¢—7 | 0.0056 1.46e— 6 0.0089 | 8.86e—5
Kolmogorov |  Value 0.0327 | 0.028 0.0601 0286 0.0642 0.0286 0.0614 0.0300 0.0683
Smirnov test | pvalue | 0.8262 | 0.9239 0.1419 0.9239 0.0978 0.9239 0.1257 0.8055 0.0657
X2 140019 | 140253 | 141880 | 140581 | 144553 | 1421.85 1466.93 1473.63 | 1545.42
R? 0.0326 | 0.0256 0.9325 0.9312 0.9325 0.9302 0.9306 0.9221 0.9306
MAPE (%) 95.86 26.81 26.41 25.86 26.69 26.01 26.51 26.84 26.63
SMR —1 (%) —0.79 0.29 0.21 0.11 030 | 1.22¢—12 | —7.77e — 13 1.87 2.87




2. Résultats et validation

o

=)

v 35 40 45 B0 B B0 BS YO TFE BD BS 4D ) 35 40 45 50 55 B0 &5 Y0 75 B0 BS OO
Age Age

(a) p(z) (b) ¢1(x)

£, montre que la mortalité a
décliné de facon réguliere
et ¢ montre que cette
amélioration a été plus
Importante aux ages jeunes
gu'aux ages elevés

— T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1506 1587 1958 1859 2000 2001 H002 2003 2004 2005 2006 2007 1806 1957 1298 1959 2000 2001 2002 003 2004 2005 2006 2007 1805 1957 1598 1506 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
Year Wear Year

(e) B(t.1) (f) B(t.2) (g) B(t,3)
Figure 3: Basis functions and associated coefficients with K = 3, for models M1, M2, M3 and M4, male population.
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2. Résultats et validation

o

La comparaison des tendances est un point
délicat.

04

En complément des  comparaisons - Mi
« classiques », on peut par exemple utiliser
les graphes HDR introduits par Hyndman
(1996) et utilisés initialement pour détecter

0.2

les points aberrants. ‘g + M2.INSEE
Ici les « individus » sont les profils %
d’espérance de maintien résiduelle pour une
cohorte donnée. T
g . M5.INSEE *
| | |
0.5 0.0 0.5 1.0
PC score 1
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Le cadre général décrit infra a été appliqué pour fournir aux assureurs, dans le cadre de la
mise en place de la nouvelle réglementation :

- une référence de mortalité pour la place dans son ensemble, élaborée sur la base

d’'un ensemble de portefeuille jugé représentatif ;
- des méthodes pour construire une table propre a un portefeuille particulier.

.

La période d’observation
disponible est toute fois
plus réduite et rend
délicate I'extrapolation des
coefficients g.

Exposion - Hommes

Forctn cin montal®h (og) - Hommes
)

(b) Bzt (c) log p=(t)

Ficure 1: Surfaces de mortalité observées des données agrégées, population masculine.
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La méthode a donc été dégradée :

- on ajuste par la méthode de vraisemblance locale une table du moment ;
- on reprend les tendances issues d'une table de référence apres les avoir
préalablement régularisées

Rappon des espérancas de vie résidueles totales
Rapport des espérances de vie résidueles totales

(a) Population masculine (b) Population féminine

Ficurg 14: Comparaison des espérances de vie résiduelles partielles observées et ajustées
pour le modéle M1.INSEE.
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L'impact du choix de la référence sous-jacente (INSEE ou TGH/F 05) est relativement
modeste. Il joue toutefois lorsque I'on s’intéresse a la cohérence des projections par sexe,
en vérifiant notamment que les taux de mortalité des hommes restent supérieurs a ceux des

femmes.

M1.INSEE / M1, TGOS o5
M1.INSEE / M1, TGOS 0«

(a) M1.INSEE / M1.TGO5, population (b) M1.INSEE / M1.TGO5, population

masculine féminine
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Détection des tendances

La détection des tendances est un point délicat. Elle est effectuée ici avec des
décompositions en valeurs singulieres.

Une premiere piste de travail consiste a fournir une expression fonctionnelle de la surface
construite avec les techniques de vraisemblance locale pour pouvoir utiliser les techniques
d’ACP fonctionnelles, a priori plus robustes.

La seconde voie d’approfondissement est de quantifier le risque d’estimation en tenant
compte conjointement de l'incertitude sur le positionnement en niveau et de l'incertitude sur
la tendance.
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Risque d’estimation : tendance

Des analyses effectuées par un régime de retraite sur ce sujet conduisent a estimer que le
risque de longévité peut étre couvert par une provision spécifiqgue évaluée entre 3 et 4 % de
la provision mathématique (PM).

’application de la norme Solvabilité 2 en la matiére conduirait a un taux de l'ordre de 4,5 %
de la PM.

Dans Juillard (2008), le risque de longévité dans le cadre de la population francaise pour
laquelle la tendance d’évolution est modeélisée par le modéle de Lee-Carter et mesuré.

A partir des chiffres de cet article (cf. p.10) on conclut que le quantile a 95 % pour la PM (a
taux 0) représente 2,3 % de celle-ci. On en déduit que le besoin en capital au niveau de
99,5 % (niveau retenu par Solvabilité 2) est approximativement 2,3 % x 2,57 / 1,96 = 3,0 %.

Mortalité prospective en assurance




. . Prim’ Y
Conclusion et perspectives

o

Risque d’estimation : niveau

On doit observer que cette évaluation doit étre complétée d'un capital additionnel associé
au risque de ne pas utiliser la bonne table « en niveau ». Une premiere estimation du besoin
en capital associé a ce risque peut étre tiree de Kamega et Planchet (2010) qui fournit un

ordre de grandeur d’environ 1 %.
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